CAPITULO PRIMERO

LAS FIGURAS GEOMETRICAS MAS SIMPLES

l. Longitudes, dreas y volumenes como magnitudes relativas

Siguiendo fielmente el plan que desde un principio nos hemos
trazado, estudiaremos juntas las magnitudes que corresponden
a la recta, en el plano y en el espacio. Simultdneamente v de
acuerdo con la tendencia fusionista va indicada en la introduc-
cién, haremos uso del cdlculo utilizando las coordenadas carte-
stanas rectangulares.

Consideremos en primer lugar un segmento que imaginamos
colocado sobre el eje x. Si las abscisas de sus extremos son
X, y %,, la longitud del segmento serd x, —x,, lo cual puede es-
cribirse en forma de determinante de esta manera :

2 1
{2 1

1
A= — s = T

Anélogamente, &l drea de un tridngulo del plano xy cuyos
vértices 1, 2, 3, tengan por coordenadas x,, ¥, ; %, ¥, Xy, Va»
respectivamente, puede expresarse,asi :

1 z oy 1
(1,2,8) = “1“‘2“ @y Y, 1
w3 Yy 1

y por ultimo, el volumien de un letraedro de vértices 1(x,, y,, 3,)...,
4(x,, v, 5,), tiene la siguiente expresidn :

Zy Yo#

1 Xy Yo &,

1,2,8,4) = ———| 7 72 72
( ) 1.2.8 | x3 ys &

Zy Ys 2y

Pt ek ek
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Comunmente se considera que tanto una longitud, como un
4rea o volumen, son iguales al valor absoluto de la magnitud
considerada. En nuestras férmulas, por el contrario, al desatro-
llar la matriz aparece un determinado signo, que depende el
- orden de sucesién en que se hayan dado los vértices. Siguien-
do nuestros principios, busquemos la interpretacidn geométrica
de este signo, que nos dan las férmulas analiticas,

Para ello es de importancia la eleccidén el sistema de cqor-
denadas rectangulares, y estableceremos de una vez para siempre
el siguiente convenio: En el caso de una dimensidn, considera-
remos como positiva la parte del eje x dirigida hacia la derecha.
En el plano llamaremos semiejes x e y positivos a los dirigidos
hacia la derecha y hacia arriba, respectivamente ; si se hiciese que

—>» I y

Figura 1 Figura 2

la parte positiva del eje y fuese la dirigida hacia abajo, el sistema
de coordenadas seria totalmente distinto que el de antes; serfa
su simétrico y no podrian superponerse por un simple movi-
miento en el plano, es decir, sin salir al espacio (fig. 1), y en
cuanto al espacio nos basta agregar al sistema de ejes del plano
uno mds, el eje z dirigido hacia adelante (fig. 2) ; la eleccién del
sentido opuesto da origen a otro .sistema de coordenadas, que
no puede superponerse al anterior por ningin movimiento en el
espacio (*). g

Una vez hecho este convenio arbitrario, si nos mantenemos
fieles a é1, encontraremos la significacidn geométrica del signo
anteriormente obtenido en propiedades muy sencillas que depen-
den del orden de sucesidn atribuido a los puntos.

(*) Se distinguen uno de otro estos dos sistemas por los calificativos
de «dextrégiron o «directon y «levégiron o «retrégradon, correspondiente a
la posicién de los tres primeros dedos en la mano derecha y en la iz
quierda. (T. 1.} '
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Para el segmento (1, 2), esta propiedad es casi evidente y pue-
de enunciarse asf: La expresidn x,—x, de la longitud es positi-
va 0 negativa segun que el punto 1 esté a la derecha a a la iz-
quierda del punto 2. ‘

Para el area del tridngulo, la férmula da walor positivo o ne-
gatwo, segun. que, al recorrer el contorno en el orden 1,2,3, el
sentido de eslte movimiento sea opuesto o igual al del movimienin
de las agujas de un reloj. Vamos a demostrar esto paricndo de
un caso particular sencillo, y pasando despues al caso genera!,
con el auxilio de una consideracién de continuidad.

Consideremos el tridngulo (fig. 8), que tiene como primer
vértice el punto del eje x, cuya abscisa es la unidad (x, =1, y,=0);

y % e
2
) .
3 7

Figura 3
como segundo el punto dei <je y de ordenada igual a uno
(%,=0, 3,=1), y como e¢l tercero, el origen de coordenadas
(%,=0, y,=0). Segtn el convenio hecho acerca del sistema de co-
ordenadas, ¢l sentido 1, 2, 3, en que se recorre el tridngulo, es
centrario al del movimiento de las agujas de un reloj, y la fér-
mula da par.- el 4rca el valor positivo :

101
i011=+—‘1)—
0 0 1 =

1*odemos ahora hacer, mediante deformacidn continua de este
triangulo, que sus vértices coincidan con los de otro tridngulo
cualquiera del mismo sentido, sin que los tres vértices méviles
estén en ningtin momento en linea recta. En esta deformacién,
el determinante varfa también de un modo continuo; y como
es evidente que sélo se anularfa en el caso en que los tres pun-
tos estuviesen en linea recta, resulta que se conserva constan-
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temente positivo, v con ello queda demostrado que el drea de
cualquier tridngulo de- sentido contrario al de las agujas de
un reloj es positiva. ;

Permutando dos vértices del primer tridngulo, obtenemos
otro, cuyos vértices 1, 2, 3 estdn ordenados en el mismo sen-
tido en que se mueven las agujas de un reloj, y se ve inme-
diatamente que la férmula da un 4rea negativa para todos los
tridngulos de este sentido.

En el caso del tetraedro, la demostraciéon es andloga. Elija-
mos, por razén de comodidad, el tetraedro representado en la
figura 4, cuyos vértices son los tres extremos de segmentos igua-
les a la unidad colocados sobre los ejes v el origen de coorde-
nadas. El volumen tendra entonges la siguiente expresion :

. 1001

1 0 1 1
6 11"+6
0 1

o O O
O D

de donde se sigue, como antes, que todo tetraedro deducido
de éste, por medio de una deformacién continua de tal modo
que los cuatro vértices no estén nunca en un plano (es decir,

Figura 4

que el determinante no se anule), tendrad también- volumen po-
sitivo. Ahora bien ; todos estos tetraedros se pueden caracteri-
zar por el sentido en que se ve recorrer la cara (2, 3, 4) desde
el vérticeé 1, con lo cual podemos expresar el resultado de este
modo: Un tetraedvo (1, 2, 3, 4) tiene volumen positivo si,
mirando desde el wvértice 1 los 2, 3, 4, aparecen éstos ordenados
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“en sentido opuesto al del movimiento de las agujas de un reloj.
En el caso contrario, el volumen es negativo.

De las férmulas analiticas, hemos obtenido asi las reglas geo-.
métricas que permiten asignar a tcdo segmento, tridngulo o
tetraedro un signo determinado, una vez fijado el orden de su-
cesién en que se supongan los vértices. Este modo de proceder
presenta grandes ventajas frente al de la Geometria elemental
ordinaria, que considera las longitudes, areas y voltmenes como
magnitudes absolutas. Para hacerlo ver vamos a estudiar algu-

S>0
¥ 3 7
5<0 ¢ ¢ 17
Tigura 5

nos teoremas sencillos, que, exigiendo en la Geometria elemental
la consideracién de numerosos casos particulares, toman aqui
un caracter genefal, .

Comencemos por un ejemplo sencillo: la rasén simple de
tres puntos de una recta, por ejemplo, el eje x. Designemos los
puntos, por motivos de comodidad que se comprenderdn después,
con los ntimeros 1, 2 v 4 (fig. 5); la razén simple es

Ty — Xy
§ =22
$1"‘$4

Es evidente que S es positiva o negativa segin que el pun-
to 1 esté fuera o dentro del segmento (2, 4). Si, como general-
|21 — 25 ]
‘ |2 —,|
es preciso referirse a una figura determinada, o bien decir ex-
presamente el orden en que los puntos estan colocados, lo que,
naturalmente, es muy incémodo. La consideracién del signo evita
este inconveniente, pues asi la férmula comprende todas las
posibilidades de ordenacién de los puntos.

Tomemos ahora otro punto, que designaremos con el nd-
mero 3, y formemos la razdn dioble o anarménica de los cuatro
puntos '

mente se hace, se considera sélo el valor absoluto |S|=

D= Xy — Xy Xg — Xy () — %) (25 — 74)
Xy — &y ®g — Xy (g — ) (23 — Xa)
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Se ve inmediatamente que D es menor que cero cuando los
puntos 1y 3 estdn separados por los 2 y 4 (fig. 6), y mayor que
cero en el caso contrario, es decir, cuando los punios 1 y 3 estdn
ambos fuera o ambos dentro del segmento (2, 4) (fig. 7). Existen,
pues, dos maneras de ordenar los puntos que dan para D el mismo
valor absoluto, de modo que, cuando se da solamente éste, es pre-
ciso agregar a cual de las dos maneras nos referimos. Por ejem-

7 2 3 “ 7 2 ¢ 3
<o a>0

"Figura 6 Figura 4

plo, si se define la cuaterna arménica por la condicién |D|=1,
como desgraciadamente suele hacerse, es necesario ademds agre-
gar la condicién de que los dos puntos de un par han de estar
separados por los otros dos. En cambio, a nosotros nos basta
una condicidn, la D= —1. '

La consideracién del signo tiene una gran importancia en
la Geometria proyectiva, a causa del preponderante papel que
en ella desempeifia la razén doble. Un conocido teorema dice que
si cuatro puntos de una recta se proyectan desde un céntro ar-
bitrario sobre otra recta cualquiera (fig. 8), todas las cuaternas

Figura 8

asi obtenidas tienen la misma razén doble. Si tenemos en cuenta
el signo de ésta, podemos enunciar el siguiente teorema recipro-
co, completamente general : Si dos cuaternas de puntos situadas
sobre rectas distintas tienen la misma razdén doble, podran obte-
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‘nerse una de otra por una proyeccién o por una sucesién de
_proyecciones. Por ejemplo, en la figura 8 las cuaternas 1, 3, 3, 4
y 17, 2, 8", 4" se obtienen una de otra por proyeccion desde
los centros P y P'. Si se conociera solamente el valor absoluto
de D, el enunciado de este teorema no serfa tan sencillo, puesto
que habria que hacer distinciones acerca de la colocacién de los
puntos.

La consideracién del signo en las férmulas del tridngulo
tiene también un gran interés. Sea 0 un punto cualquiera (figu-
ra 9) en el interior de un tridngulo (1, 2, 3); uniéndolo con los
tres vértices, la suma de los valores absolutos de las é4reas de

N
A

S
Figura 9 Figura 10

los tres tridngulos resultantes es igual al 4rea total del tridngulo

primitivo, : ' ‘

(L, 2,3)]=1(0,2, ) +1(0, 3, D} +{(0, 1, )|

En la figura los vértices 1, 2 y 3 estan dispuestos en el
sentido que hemos llamado positivo, es decir, contrario al del
movimiento de las agujas de un reloj; luego, segln nuestro
convenio, el 4rea ser4 también positiva, y serd vélida la f6rmula

1,2, 3)=(0,2, 3)+(0,3,1)+(0,1,2)

Pero esta férmula es también vdlida cuando el punto 0 estd
fuera del tridngulo, y, en genmeral, cualquiera que sea la posi-
cion, en el plano, de los punios o, 1, 2,' 3- En efecto, si tomamos
como ejemplo la posicién de los puntos en la figura 10, donde
(0, 1, 2) es del mismo sentido que el movimiento de las agujas
de un reloj y (0, 2, 3) y (0, 3, 1) son de sentidos contrarios ; con-
siderando los valores absolutos la férmula resultante seria

11, 2,3)]=100,2,3)| + 10, 3, )] |0, 1, 2)]

igualdad confirmada por la figura.
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. Para demostrar la generalidad de la férmula nos valdremos
de la definicién analitica del 4rea, utilizando una conocida pro-
piedad de los determinantes. Tomando el punto 0 como origen

o 1
de coordenadas v prescindiendo del factor——é—, vemos que, cual-

“

quiera que sean los valores de x,, ..., ¥,, se verifica:

z, Yy, 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
€ Yo li=|ao Yo 1|+ ¥ 1|+ 3 1

y; 1 w3 Yy 1 z Y 1 zy Yy 1

El valor de los determinantes del segundo miembro no se
altera substituyendo en ellos el segundo v tercer 1 de la ditima
columna, por ceros, puesto que, al desarrollar por los elementos
de la primera fila, aquellos unos sélo intervienen en los deter-
minantes menores que se han de multiplicar por los ceros de la
primera fila; si ademds permutamos ciclicamente las filas de
los dos tltimos determinantes, cosa licita en todo determinante
de orden impar, la igualdad anterior puede ponerse en la si-
guiente forma : :

I e Yy 1 0 01 z ¥ 0 r Yy, O
x Yy 1= x @ 0f{4] 0 0 1|+1ax y, O
23 Yy 1 23 ys 0 x3 Y3 O 0 0 1

v basta desarrollar el determinante del primer miembro por los
elementos de la tltima columna para convencerse de que esto
es una identidad, con lo cual queda demostrado el teorema para
todas las posiciones posibles de los cuatro puntos.

Todavia puede generalizarse esta férmula para el drea de un
poligono cualquiera. Supongamos (fig. 11) que queremos medir
la extensién de un terreno poligonal habiéndose medido previa-
mente las coordenadas de los vértices 1, 2, ..., n. Si el que
opera no tiene costumbre de dar signo a las 4reas, necesitara
hacer un croquis del terreno y descomponer el poligono dibujado
en tridngulos v atender a la forma especial de cada uno (en par-
ticular, segin que los 4ngulos sean agudos u obtusos) para en
cada caso sumarle o restarle de los demas, En cambio, nosotros,
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después de lo dicho acerca de las areas como m_ag'nitudes relati-
vas ,podemos dar una férmula que, mecanicamente, sin necesi-
dad de mirar la figura, da inmediatamente el drea del poligono :
“Si 0 es un punto cualquiera del plano, por ejemplo, el origen

s
1,

Figura 11 Figura 12

de coordenadas y los vértices se suceden en el orden 1, 2, ..., n,
el drea sera

(1,2,8 ...n)=(0,1,2)+(0,2,3) + ... (0, n =1, m) +(0, n, 1)

donde hay que atribuir a cada tridngulo el signo que corres-
ponda al sentido indicado. La férmula da para drea un nimero
con signo posilivo o negativo, segiin que el sentido 1,2, ..., n
del poligono sea contrario o igual al del movimiento de las
agujas de un reloj. La demostracién, muy fécil, queda al cui-
dado del lector.

Veamos algunos casos particulares, que, ciertament:, no son
de los que se pueden presentar en Topografia, a saber, los de
4reas de poligonos cuyos contornos se cortan a si ‘mismos tales
como el cuadrilatero de la figura 12. Cuando hablemos aqui de
un 4rea determinada, entenderemos que se trata del valor dado
por esta férmula, y vamos ahora a interpretarlo geométricamen-
te. Se ve desde luego que este valor es independiente de la posi-
ci6én del origen de coordenadas ; supongamos, pues, para mayor
comodidad, que este punto es el 0, de encuentro de los lados
opuestos 12 v 84 del cuadriltero, en cuyo caso los dos triangu-
los (0, 1, 2) v (0, 3, 4) son nulos y queda )

(1,2,8,4)=(0,2,3)+(0,4,1)

El primer tridnguio tiene un 4rea negativa v el segundo po-
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sitiva, luego el 4rea del cuadrilatero (1, 2, 3, 4) en que dos
lados opuestos se cortan serd igual al valor absoluto del 4rea del
tridngulo (0, 4, 1) recorrido en sentido positivo disminuido en el
valor absoluto del 4rea del tridngulo (0, 2, 3) recorrido en sentido
negativo.

Como segundo ejemplo, consideremos el pentdgono estrellado
(figura 13). Si tomamos el origen dentro del ntcleo central, to-
dos los tridngulos parciales que figuran ‘en la suma

0,1, 2)4+(0,2, 8)+...+(0, 5, 1)
estdn recorridos en sentido positivo y la suma cubre una sola
vez las puntas de la estrella y dos veces el pentagono simple

interior, .
Fijandonos en el sentido (1, 2, 3, 4, 5, 1) en que se recorre

el poligono, vemos que cada porcidn estd recorrida. en sentido
contrario al de las agujas del reloj, de tal manera, que se recorre
dos veces la que al determinar el 4rea se cuenta dos veces vy se re-
corre una vez, la que en esta determinacién se cuenta también
una sola vez.

De la consideracién de ambos ejemplos, podemos abstraer
la siguiente regla general : Nuestra fdrmula da como drea de todo
poligono rectilineo, cualquiera que sea el nimero de puntos de
cruces de sus lados, la suma algebraica de las dreas parciales
limitadas por el contorno del poligono, contando cada porcién
tantas veces ' cuantas sea recorrida al recorrer el contorno
(1, 2, 3, ..., m, 1) y atribuyéndole signo positivo o negativo, se-
gun que el sentido de su contorno sea contrario al de las agujas
de un reloj, o sea este.mismo.
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El lector puede también reconocer la verdad de esta regla ge-
neral, lo que no presenta ninguna dificuitad, siendo muy conve-
niente que la aplique a muchos ejemplos para familiarizarse
con ella. ,

Vamos, ahora, a ocuparnos de recintos limitados por lineas
curvas. Tomemos una curva cerrada cualquiera (fig. 14) que
puede cortarse a'si misma un numero arbitrario de veces; su-

Figura 14 -

pongamos que se recorre en un sentido determinado y propon-
gamonos hallar el area que limita. ,

El procedimiento natural es el de inscripcién de poligonos
de gran ntmero de lados ‘muy pequefios, y determinar el valor
limite de sus 4reas calculadas por la férmula anterior. Sean
P(x,y) v P,(x+dx,y+dy) dos vértices consecutivos de uno
de estos poligonos. El tridngulo elemental O, P, P,, tendra
por 4rea

0 -0 1 1

c4-dr y-+dy 1
y el 4rea del recinto curvilineo serd el limite de la suma de
las 4reas de todos estos tridngulos elementales ; luego, la inte-
gral curvilinea tomada a lo largo de la linea dada recorrida en
el sentido prefijado :

-L/(o:dy—ydx)

8]

puede servir de definicién de dicha area.-
La interpretacién geométrica de esta definicién, es andloga
a la de la férmula obtenida para los poligonos, a saber:' Cada
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porcion de drea limitada por una curva, serd contada en esta
integral como positiva, lantas veces como al recorrer el conlorno
en el sentido prefijado sea recorrida el suyo en sentido conira-
rio al de las agujas de un reloj, v como negativa tantas veces
-como sea recorrido en el mismo sentido de éstas. Asi en la fi-
gura 14, el 4rea se cuenta una sola vez en sentido positivo. En la
figura 15, la parte exterior se cuenta una vez como positiva, y la

@ Oc

Figura i3 Figura 16

interior dos veces v también positiva. En la figura 16, 1a parte de
la izquierda es negativa v la de la derecha positiva, contandose
ambas una sola vez, y se obtiene para valor del 4rea un niimero
negativo,

En la figura 17, hay una parte con la que no hay que contar,
por estar recorrida una vez en sentido positivo y después en sen-
tido negativo, Naturalmente, pueden existir curvas que limiten
un area nula, como por ejemplo, la de la figura 16, si la curva
fuese simétrica respecto al punto comun a sus dos partes. Ello no
tendria nada de absurdo, porque esta determinacion de &reas
descansa sobre un convenio arbitrario.

Para hacer ver la utilidad de las precedentes consideraciones,
vamos a estudiar el planfmetro polar, de Amsler, aparato cons-

oq A, 2 /\,,

Figura 17 Figura 18

truido en 1848 por el mecénico de Schaffhausen, Jakob Amsler,
y muy usado en la determinacién practica de 4reas. , '

Comencemos por exponer el fundamento tedrico de la cons-
truccion. Sea (fig. 18) una barra 4,4, de longitud I, suscepti-
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ble de moverse sobre el plano, de tal modo que los puntos A,
y A, describan curvas cerradas y la barra vuelva a su posmlon
pr1m1t1va. Propongdmonos ahora, determinar ¢l 4red de ia su-
perficie asf cubierta, considerando las partes de esta supelflme
como positivas o negativas, segin el sentldo en que la barra
las recorra; .

Podemos descomponer el movimiento de la barra:'en una
serie de movimientos elementales infinitamente pequefios, cada
uno de los cuales representara el paso de una posicién 1, 2 (fi-
gura 19) a otra préxima 1', 2'. La superficie total asi descrita
por la barra, serd igual al limite de la suma algebraica de todos
los «cuadrildteros elementalesy (1, 1', 2, 2), descritos en estos
movimientos elementales, suma en la cual cada cuadrilatero ten-

Figura 19

dra el signo que le corresponda segtin el sentido del movimiento
de 1a barra correspondiente al 1, 1’, 2, 2.

Cada uno de los movimientos elementales puede a su vez
descomponerse en otros tres, a saber : _

1.> Una traslacién ds de la barra en la direccién de s{ misma.

-2.° Otra traslacién dp normal a la anterior,

3.° Un giro de 4ngulo do, alrededor del extremo A4,.

Con estos movimientos la barra recorre las superf1c1es 0.ds,

L.dpy -ZE dy, respectivamente.

El 4rea del cuadrildtero elemental 11, 1) 2, 2), estar4 repre-
sentada por la suma de estas .tres superfmes, porque el error
que asi se comete, es de un orden de pequefiez superior al de
estas magnitudes, y en el paso al limite (que es un simple pro-
ceso de integracién), se anula. Importa notar que esta suma

2
de—f“f; -ae

= 0
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también coincide en signo con el 4rea del cuadriltero (1, 1, 2, 2y
si se toma como positivo o, cuando su sentido sea contrario
al del movimiento de las agujas de un reloj, v $, cuando la tras-
facién dp tenga el mismo sentido que el de crecimiento del
angulo .
La totalidad de la superficie cubierta por la barra en su mo-
vimiento, se obtendrd por la integracién :
t

, zz
J=lfdp+—2—: a%;

en esta férmula fdcp representa el dngulo girado por la barra
desde la posicién inicial a la final, pero, como ambas posicio-
nes coinciden, es [dq;=0, si la barra no ha girado un 4ngulo

de 2r, y la superficie recorrida es

J=l[dp.v [1]

Puede ocurrir también, que en virtud de la forma de las tra-
yectorias de A, y A,, la barra haya realizado uno o més giros

completos. En este caso |de ya no serd cero, sino un multiple

de 2x, y al valor de | que hemos obtenido, habra que agregar
tantas veces +1*x o —I[*z, como vueltas completas haya dado
la barra en sentido positivo o negativo, respectivamente. Para
evitar complicaciones, nos limitaremos al caso més sencillo, o

sea, cuando | de=0.

También se puede calcular la superficie | por otro procedi-
miento. Supongamos que la barra (fig. 20), toma las posiciones
sucesivas e infinitamente préximas 12, 1'?, 1"2"... El érea
J seré igual a la suma de los cuadrildteros elementales asi for-
mados :

S=(1, 1:, 2:, 2) + (1:’ 1::, 2::’ QI)H_ (1';/’ lll/, 2///’ 2//) + .

o mejor dicho, a la integral, limite de dicha suma. Tomando
ahora un origen O cualquiera de coordenadas, podemos aplicar
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las férmulas que obtuvimos para las figuras poligonales, con lo
cual tendremos :

S=0,1,T )+(0,1 ,2 )+(0,2,2)+(0,2 ,1)
+(0, 17, 17)4(0, 17, 27)+(0, 27,2 ) +(0, 2, 1")
+ (O, 1//’ 1///).‘-_}_ (0’ l”,, ,2”’) + (O, 2”1‘, 2//)_,_ (0’ 2//) 1//)

El segundo triéngulo de cada fila, es igual . y de sen-
tido contrario al colocado en cuarto lugar en la fila siguiente :
0, 1, 29=—(0, 2, 1), (O 17, 2”)_—(0 2” 17), etc. Ademas,

Figura 20

en la dltima fila, debe entrar el sumando 0, 1, 2) igual y de

“sentido contrario al (0, 2, 1), de la primera. Suprimiendo todos
estos términos, quedan solamente el primero y tercer sumando
de cada fila, o sea:

J=0,1,1)+0,2,2)
+ (O, 1/ , 1// )_’_ (O, ;2// , 2/)
+ (O, 1//, 1///)’_!— (O’ 2///, 2,//)

R R T T S I U

Las dos columnas que componen esta suma representan las
dreas de los poligonos (1, 1', 1", ")y =2, 2, 27, 27..)
* respectivamente, las cuales en el limite se conv1erten en las
dreas J, v J,, de las dos curvas descritas por los extremos A,
v A, de la barra, en sentido positivo la primera y negativo la
segunda Podemos, pues, escribir :

];]1“]2 [2]

férmula que sirve también para el caso en que las dos curvas
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se corten un ntmero cualquiera de veces, con tal que se obser-
ve rigurosamente la regla relativa al signo.

Las férmulas [1] y [2] expresan solamente la teoria geome-
trica del planfmetro ; queda, pues, por exponer la parie mecdnica
del mismo.

Hagamos correr el extremo A, de la barra sobre una curva
de 4rea J, conocida, y la punta 4, sobre la curva cuya area que-
remos determinar. Como ¥sta tiene por expresion

J1=J2+lfdp

%

2]

podremos calcularla inmediatamente, si el aparato estd provisto

de un dispositivo que permita medir /dp. Para este objeto,

el pianimetro de A'msler tiene una ruedé&illa, cuyo eje es la barra
A,, A,, v que, naturalmente, al moverse ésta, rueda sobre el pa-
pel. Llamemos & la distancia desde el extremo 4, a la rueda (figu-
ra 21), ¢ al radio de ésta y ¢ al dngulo que gira en un movimiento
de.la barra. El elemento de dngulo ¢ puede descomponerse en
otros tres: dy,, dy, y dy,, correspondiendo cada uno de ellos a
uno de los tres movimientos simples en que hemos descompuesto
cada movimiento infinitesimal de la barra. En la traslacién 1) a lo
largo de A,A, la rueda no gira, luego, dy,=0. En la traslacion
normal 2) la rueda gira recorriendo sobre el papel una longitud

dp =pdy, ; luego, d%s—l—vdp. En el giro 38), de amplitud do,
p
alrededor de A,, la rueda gira un angulo dy,, que en virtud de ia
igualdad Ao =pdy, es d9q;3=—)\—d<p. Sumando ios tres movimien-
tos tendremos :
‘ 1 I8
db=—dp+ —do.
p p

Integrando ‘a lo largo de toda la curva es [d'?:() si 4,4,

vuelve a su posicién primitiva, sin realizar un giro comipleto y,
por consiguiente, es

¢_=i-[dp. [3]
£
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En el caso contrario, en que la barra realizase uno o mas giros

, : 1 A
completos, habria que sumar o restar multiplos de 27:—-6-, pero

prescindimos de este caso, como hemos hecho anteriormente.
De las férmulas [2'] y [3'] se deduce

]1'—]2:l'9'_‘~!’3

es decir, la diferencia entre las dreas de las curvas descritas por
los dos extremos de la barra, estd medida por medio del dngu-
lo ¢ que gira la rueda. _

El aparato de Amsler, estd construido de modo que el 4rea
J> es nula. Para ello, la barra mévil estd sujeta por el extremo
A, a una biela rectilinea que puede girar alrededor de un punto
fijo M (fig. 22); de este modo, A4, tiene que moverse sobre un
arco de circunferencia sobre el cual va y viene, volviendo final-
mente al punto de partida (prescindimos para mayor sencillez,
del caso en que recorra una o mds veces la circunferencia com-

™~z A1
Az E@ Ar

p
* % (]

Figura 21 Figura 22

pieta). En atencién al polo M es por lo que se llama planime-
tro polar. Para calcular el 4rea encerrada por una curva J,; basta,
pues, recorrer ésta con el extremo de un punzén que represen-
ta el extremo 4,, leer el 4ngulo ¢ que haya girado la rueda,
y efectuar el producto : ‘

Si=l.p.y;

la constante lp del aparato se determina midiendo un 4rea cono-
cida, por ejemplo, el cuadrado unidad. La figura 23 representa
esquematicamente el planimetro polar, pero convendrd que el
lector examine el aparato y lo maneje para llegar a su compren-
sidn totals

Es evidente, que para que el planimetro funcione de un modo
preciso, su construccién tiene que ser algo mdés ‘complicada
que lo que exigirfa sélo la teorfa; diremos sélo algunos por-
menores.
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El punto M estd sujeto a una ‘'masa pesada, y de él parte
una barra que termina en el punto 4,. El segmento tedrica-
mente importante A4 ,4,, del que siempre hemos hablado, no es
la segunda barra de metal que se ve en el aparato, sino la pro-
longacién ideal, paralela a esa barra, del eje del rodillo R unida
a ella, que‘pasa por el portaldpiz 4,. A esta punta acompafia otra
barrita paralela a ella, roma y algo més baja, destinada a impedir

M

Az

&= : =D
&‘ﬁ{ EFL ' ,
R . .

" Figura 23

que la primera penetre en el papel. El rodillo lleva un nonius
para medir las fracciones de vuelta, y un contador de vueltas
completas.

En lugar de detenerse en la exposicién de otras particularida-
des del aparato, me parece preferible aprovechar esta ocasién para
prevenir de un modo general acerca de los inconvenientes de
conformarse con la teorfa y prescindir de la realizacién prictica,
como, . desgraciadamente, ocurre con mucha frecuencia a los
matemdticos puros. Esta inclinacién es tan injustificada como
la de los mecanicos que, sin interesarse por la teoria, se pre-
ocupan exclusivamente de los detalles de construccién. La Ma-
temdtica, aplicada debe formar el lazo de unién entre ambas
tendencias, teniendo en cuenta que la formulacién tedrica del
principio nunca podréa realizarse exactamente en el aparato. Asi,
por ejemplo, en el planimetro de Amsler hay siempre varias
causas de error: las palancas cabecean algo, el rodillo resbala
un poco sobre el papel en lugar de sélo rodar; por tltimo, el
mismo plano del dibujo no es perfecto, y es imposible seguir
exactamente la curva con el punzén. El calculo de la influencia
de estos errores; saber hasta ‘cuantas cifras de la lectura del
rodillo pueden considerarse como exactas, son cosas, natural-
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mente, de gran importancia en la préctica, 'y eso es cosa que
tiene que investigar la Matemadtica aplicada.

Las caracteristicas de la Matemdtica aplicada en relacién con
la pura, pueden ser estudiadas en 10s cursos que han sido lito-
grafiados: Anwendung des Differential und Integralrechnung
auf Geometrie, Eine Revision der Prinzipien (*) y Einleitung in
die hohere Geometrie (**). El primero de ellos tiene como prin-
cipal objetivo establecer los caracteres que diferencian la Geome-
tria préctica de la abstracta. El otro, por el contrario, est4 cPedl-

cado exclusivamente a desenvolver con toda amphtud teorfas de ‘
Geometria abstracta, cuyo conocimiento es necesario a los ma-
tematicos especializados que quieran dedicarse a la investigacién
geométrica.

Las presentes lecciones quisiera dedicarlas a la exposicién de
lo que podria llamarse Geometria tedrica elemental, aquello que
imprescindiblemente debiera conocer todo aspirante al profesora-
do, y, en particular, lo que es de fundamental importancia en
Mecénica y Fisica, prescindiendo de las materias correspondien-
tes a aquellos otros dos campos,- a los que sélo incidentalmente
habré de referirme.

Volviendo al' interrumpido estudio de la determinacién de
4reas y volumenes, vamios a comenzar por unas notas de caracter
histdrico.

El primer matemdtico que utilizé en la Geometria de un modo
congecuente el principio del signo fué el gran geometra de Leip-
zig A. F. Mobius, que lo dié'a conocer en el libro Der barycen-
trische Calcul (***), publicado en 1827, fundamental para la
Geometria ‘moderna, y de lectura muy agradable por la belleza
de la exposicién. El motivo de haber sido titulada «Célculo bari-
céntrico», consiste en haber partido M&bius de las consideracio-
nes siguientes, basadas en los baricentros: Sean tres puntos,
0,, 0,, O, fijos en un plano, en los cuales ‘hay tres masas
My, My, My, que, como en el caso de cargas eléotricas, pueden ser

(*) Lecciones explicadas por Klein y recogidas por C. H. Miiller. Leip-
zig, 1907 ; nueva edicién.

(**) Lecciones explicadas por Klem y recogidas por Schﬂlmg, dos
tomos, Leipzig, 1907.

(**%)  Leipzig, 1827 = Gesammelte Werke, tomo 1 (Leipzig, 1885).
633 péginas. ' :
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positivas o negativas ; el ce.ntro, de gravedad, P, del sistema estd
univocamente determinado, y variando las masas m,, m,, m,,
puede recorrer todo el plano.” Las tres masas pueden, por lo tan-
to, ser consideradas como coordenadas del punto P, con lo que
introdujo Mobius en la Geometria lo que ahora se denomina en
general coordenadas triangulares. Esto es suficiente como jus-
tificacién del titulo de la obra de Mobius ; en cuanto a su conte-
nido, muy interesante, lo principal, para lo que ahora nos ocu-
pa, son los parrafos 17-20, en los que se aplica el principio del
signo en la determinacién del area del tridngulo y del volumen
del tetraedro, y se encuentran las definiciones precisas que hemos
utilizado. "

Mobbius completd, ya viejo, en 1858, estos resultados obteni-
dos en su juventud con un descubrimiento de gran importancia,
que no fué publicado hasta 1865 en el trabajo Ueber die Bestim-
mung des Inhalts eines Polyeders (%), en el cual demostré que
existen. poliedros a los cuales no puede asigndrseles un volumen
determinado, al contrario de lo que ocurre con los poligonos pla-
nos, para los que, por complicados que sean sus contornos, siem-
pre puede definirse un area determinada.

Para estudiar esta notable propiedad partiremos de la férmula
que habfamos establecido para el volumen del tetraedro.

2 oy 4 |
. 11z g 1
(1,2,3,4)==-| % %2 %
6 |z y; 23 1
2y Yo & 1]

Desarrollando por los elementos de la ultima columna, esto
equivale a descomponer el tetraedro, anédlogamente a lo que hi-
cimos en los tridngulos, en otros cuatro, cada uno de los cuales
tiene porsbase una cara del primero, y por vértice opuesto el ori-
gen de coordenadas. Atendiendo a que 1, 2, 3, 4 estan dispues-
tos en orden ciclico, se obtiene la férmula:

(1,2,3,4)=(0,2,3,4)— (0, 3,4, 1)+ (0, 4,1,2)— (0,1, 2, 8)
(*) Berichte iiber die Verhandlungen der K&inigliéhen Sichsischen Ge-

sellchaft des Wissenschaften (mat.-phys. KI). Bd. 17, 1865. P4g. 381 —
Gesammelte Werke, IT (Leipzig, 1886). p. 473.
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en la cual aparecen signos menos, mientras que en los tridngu-
los todos los términos eran positivos. La causa de ello es que
los determinantes de orden par cambian de signo por permuta-
cidn circular de sus filas o columnas y los de orden impar no. Na-
turalmente, por medio de permutaciones adecuadas, se pueden
eliminar de la férmula los signos menos, pero entonces se pier-
" de ya la permutacién circular de los vértices ; asi, por ejemplo,
se puede escribir :
(1,2,8,4)=(0,2,3,4+(0,43, D +(0,4,1,2)+(0,2, 1, 3)

Para ver intuitivaniente la regularidad contenida en esta for-
mula imaginemos la superficie del tetraedro extendida sobre el
plano 2, 3, 4, con lo cual el vértice 1 ocupa tres posiciénes dis-
tintas (fig. 25). /

Recorriendo los vértices en el orden indicado por la tiltima
férmula, el sentido del movimiento es en todos los triangulos con-

ajcﬂbs)

of
[ ] -]
0,my) 0z0m)

Figura 24 Figura 23

trario al de las agujas de un reloj, luego todos ellos son posi-
tivos.

Este resultado puede obtenerse también, sin necesidad de des-
arrollar la superficie del tetraedro, fijandose en que cada arista es
lado comtn a dos caras, y al recorrer todos los tridngulos en un
sentido prefijado, cada arista queda recorrida dos weces, una en
un sentido y otra en el opuesto. Esta regla, llamada por Mobius
ley de las aristas, establece en cada cara un sentido cuando de
cualquier modo se ha fijado el de una de ellas. La tltima férmula
establecida puede, pues, interpretarse del siguiente modo : Un {é-
traedra (1, 2, 3, 4) puede ser considerado como suma de otros
cuatro que temgan comun el primer-vértice O y cuyos olros tres
suceden al O en el orden indicado por la continuacion del sentido
(2, 3, 4) segun la ley de aristas de Mobius.
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De la misma 'manera que generalizamos el concepto de 4rea
de un poligono partiendo de la férmula de descomposicién en tri-
angulos, vamos a utilizar el resultado tltimamente obtenido para
llegar a la definicion del volumen de un poliedro cualquiera.

+ Al hacerlo, habremos de admitir que los lados pertenecientes
a la misma cara pueden cortarse y, asimismo, que puedan cortar-
se dos caras que no tengan una arista comin, y comenzaremos to-
mando un punto auxiliar cualquiera, O, y definiendo el volumen
de la pirdmide que proyecta desde O una de las caras del polie-
dro. Para ello fijamos un sentido de recorrido en la base, por
ejemplo, la cara (1, 2, 8, 4, 5, 6) del poliedro (fig. 26), con lo cual
este poligono tiene un 4rea determmada segtn lo dicho, y llama-
remos volumen de esta pirdmide (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6), como en la
Geometria elemental, a la tercera parte del producto de esta 4rea

Figura 26

de la base por la altura, sin otra variacién que darle signo ne-
gativo o positivo segtin que al mirar desde el punto ), la sucesién
(1, 2, 8, 4, 5, 6) aparezca ordenada en el sentido del movimiento
de las agujas de un reloj o en el opuesto. Se ve inmediatamente
que esta definicién contiene, como caso particular, la antes dada
para el volumen del tetraedro, de’la cual hubiera podido obtenerse
descomponiendo el poligono en tridngulos y sumando los tetrae—
dros que resultan al provectar desde el punto O,

Al considerar un poliedro cualquiera como suma de partés pi-
ramidales, se hace preciso asignar un' sentido a cada una de las
caras que han de servir de bases. Nada m4s conveniente para
ello que la ley de aristas de Mobius, utilizando la cual, basta
asignar um sentido determinado a wna cara cualquicra y conti:
nuar después de modo que las dos veces en que cada arista que-
da recorrida, lo sea en sentidos conitrarios. Si esta determinacién
del sentido puede llevarse a cabo sin contradiccidn sobre toda 1a
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superficie, el volumen del poliedro queda definido como suma
de las pirdmides que se obtienen proyectando desde O todas las
caras tomadas en el sentido indicado. Facilmente se ve que esta
determinacién es unfvoca e independiente de la posicién del
punto O.

Ahora bien, es wverdaderamente motable el hecho de que la
determinacion del sentido con arreglo a la ley de aristas no pue-
de ser llevada a cabo en todos los poliedros sin contradiccidn, es
decir, que hay poliedros para los cuales cae en defecto toda de-
finicién de signo y, en consecuencia, no se les puede asignar vo-
lumen determinado.

Este es el gran descubrimiento debido a M&bius, publicado en
1865, y tiene por origen el estudio de la superf1c1e posteriormen-
te llamada superficie de Mobius, que se obtiene recortando una

Ay 8

By Az

Figura 25

hoja rectangular de papel 4,B,A,B, (fig. 27) de forma bas-
tante alargada y pegando el lado A,B, sobre el opuesto, de
modo que A, quede sobre 4, y B, sobre Bq, habiendo dado una
sola vuelta al papel, con lo cual se une la cara anterior de la
superficie con la posterior y resulta una superficie que solamente
tiene una cara.

Dicho de un modo gréfico: un pintor que quisiera pintar la
superficie necesitaria emplear doble cantidad de color que la
calculada atendida la longitud de la hoja, pues si la pinta antes
de cerrarla en la forma indicada, cuando la haya pintado en
toda su longitud, estarfa precisamente detrds de la posicién ini-
cial y tendria que continuar dando otra vuelta hasta volver real-
mente a esta posicién.

En Iugar dé esta hoja curva, se puede constrmr también una
superficie poliédrica (no cerrada) de la misma propiedad.

Para ello se divide el rectingulo en tridngulos (fig. 28) v si se.
dobla el papel por las aristas asf marcadas, resulta, después de pe-
gar Ios extremos, como antes, una superficie poliédrica que goza
de la misma propiedad de la anterior y a la cual no es posible
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aplicar la ley de aristas. Para la construccién es preciso tomar al
menos 5 tridngulos del modo indicado en la figura, con lo cual.
los dos medios tridngulos de los extremos quedan, después de

pegados éstos, formando un solo tridngulo-(4, 5, 1) igual a los
restantes. Si se pretende recorrer las aristas en sentido positivo

% 2 5
e : -
T AREA]
5 3 ‘ 7
Figura 28

a partir de (1, 2, 3) y con arreglo a la ley de M&bius, habrd que
seguir el orden (1, 2, 3), (3, 2, 4), (3, 4, 5), (5, 4, 1), (5, 1, 2)
v la arista 1, 2 quedard recorrida dos veces en el mismo sentido,
no cumpliéndose, por lo tanto, la citada ley. La superficie asf
dispuesta presenta, vista desde encima, una forma pentagonal,
cuyas diagonales son las aristas 18, 35, 52, 94, 41, como indica
la figura 29.

De esta superficie poliédrica obtiene Mé&bius un poliedro ce-
rrado, proyectando las aristas libres, o sea las 5 diagonales, des-
de un punto O que lo mejor es tomarlo en el centro del penti-
gono; es decir, adaptando a éste una pirdmide pentagonal de

Figura 29

vértice 0. Resulta asi un poliedro limitado por diez caras trian-
gulares, que no es susceptible de la aplicacién de la ley de aris-
tas, y que por lo tanto carece de volumen (*).

(*) Véase la aplicacién de este poliedro a la Esttica grafica en el tra-
bajo de Klein «Uber Selbstspannung ebener Diagramme» Mathematische
Annalen, tomo LXVII, pig. 488; y, también en Klein, Gesammelte Ma-
thematische Abhandlungen, tomo II, pag. 692,
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Otro poliedro cuya superficie es de una sola cara, cerrado y
de construccién muy sencilla, se deduce facilmente de un octae-
dro ABCDEF (fig. 30) del siguiente modo: Se toman cuatro
~de las caras del octaedro, tales que cada dos no sean contiguas
y, por lo tanto, no tengan ninguna arista comun, pero tengan
comun un vértice (por ejemplo, AED, EBC, CFD y ABF) y se
les agrega los tres planos diagonales ABCD, EBFD, AECF. El
heptaedro asi formado (*) tiene las mismas aristas que el octae-
dro, pues en cada una de las de éste se ve que se unen dos caras
contiguas del heptaedro (0 sea una cara y un cuadrado diagonal
del octaedro). Las diagonales del octaedro no se encuentran en-
tre las aristas del heptaedro, porque en éste no son contiguos

Figura 30

los planos diagonales del octaedro: tales diagonales AC, BD,
EF son rectas de interseccién de la superficie del heptaedro con-
sigo mismas. Se reconoce que esta superficie es de una sola cara
sin més que aplicar la ley de aristas. Tomemos, en efecto, las
caras necesarias AED, EDFB, ECB, ABCD v fijemos un sen-
tido en el contorno de la primera ; determinando para las otras
el sentido correspondiente en la ley de aristas, se ve que la arista
'AD es recorrida dos veces en el ‘mismo sentido.

(*) Citado por primera vez en Reinhardt, C.: Zu M&bius'Polyedertheo-
rie. Verhandlungen der Kénigliche-Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaf-
ten (math.—physikalische Klasse), tomo XXXVIII, 1885.
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Terminado con esto el estudio de la aplicacién del signo a
las areas y volumenes, vamos a pasar al de otras magniludes
geomdiricas elementales, iniciado por el gran gedmetra de Stet-
tin Hermann Grassmann con su libro Linealen Ausdehnungs-
lehre (*). Esta obra es, como la de Mobius, extraordinariamente
rica en ideas, pero, al contrario que la de Mobius, estd escrita
con tan poca claridad que durante muchos afios, ha quedado in-
comprendida. Para hacerse idea de la abstracta manera en que
estd escrito, basta fijarse en los titulos que encabezan los capitu-
los de la Introduccién, que son los siguientes: Deduccién del
concepto de Matemdtica pura; Deduccién del concepto de Teo-
-rfa de la extensién; Razonamiento del concepto de Teorfa de
la extensién ; Forma de la exposicién; a cuyos titulos atn
sigue : «QOjeada sobre la Teorfa general de las formas», y una
vez terminadas estas ideas generales, comienza la exposicién
puramente conceptual del objeto del libro en términos de comi-
prensién cada vez mias dificil. En una edicién posterior de la
Ausdehnungslehre (**) utiliza Grassmann una representacién
analitica, por medio de coordenadas, que es un poco més accesi-
ble. La palabra Ausdehnungslehre (teoria de la extensién) fué
empleada por Grassmann para indicar que la disciplina a que da
nombre se refiere al espacio de cualquier nimero de dimensiones,
reservando la palabra «Geometrian para la aplicacién de esta
" nueva disciplina al espacio ordinario de tres dimensiones. Dicha
nueva denominacién no se ha vulgarizado, sin embargo, em-
pledndose comtnmente hoy para indicar el 'mismo concepto, la
frase Geometria-n-dimensional,

En el siguiente capitulo utilizamos la representacién por
medio de coordenadas, para llegar a los conceptos de Grassmann,
limitdndonos por el pronto, a la Geometria plana.

H. Principio de Grassmann en el planc

En el capitulo anterior hemos establecido que el determi-
nante

(=) Leipzig, 1844. Gessammelte mathematische und physﬂ{alxsche Wer-
ke I. Leipzig, 1894 ; segunda edicién, Leipzig, 1898.
(**) Berlin, 1862 Véase Obras completas, I, Leipzig, 1896.
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z Y1

Lo Y2

L3 Ys-
formado con las coordenadas de tres puntos, representa el doble
del 4rea de su tridngulo, o sea, el 4rea de un paraielogramo. Con-

sideremos ahora, las matrices rectangulares formadas con las
coordenadas de dos puntos, o de uno solo:

2 oy 1

. ’ le yl‘ 1|
X2 Y2 1

Cada una de estas matrices, asi encerradas entre barras, re-
presenta la suma de los determinantes que se obtienen suprimien-
do en ella una o dos columnas respectivamente. Asi, de la prime-
ra, se obtienen suprimiendo sucesivamente la primera, la segunda
o la tercera columna :

4 - 7o
Y:yl — Yy X=X, N=Xy,=5,,.

La notacién se ha escogido de modo que facilite €l estudio
de la Geometrfa del espacio. Tenemos que estudiar ahora qué
clase de forma geométrica estd determinada por estos tres de-
terminantes X, Y, N; y podremos considerar esta figura como
una nueva magnitud geométrica elemental, con el mismo dere-
cho que hasta ahora hemos considerado el drea del tridngulo.
En la segunda matriz, los determinantes obtenidos, son el nu-
mero 1y las coordenadas x,, y,, que determinan un punto como
la magnitud elemental mas sencilla, sobre la cual nada hay que
investigar. :

El principio de Gmssmmm enunciado en toda su generali-
dad, es el siguiente: Considerando tanto en el plano como_en el
espacio, todas las matrices rectamngulares, con menos filas que
columnas, cada una de cuyas filas esta formada por las coorde-~
nadas de uwn punto y el mimero 1, se trata de investigar las
formas geométricas definidas por los determinantes que se obiie-
nen de dichas malrices, por supreswn de un mitmero suficiente
de colummas. :

Ma4s adelante veremos que este principio, que ahora eatablece-
~mos de un modo algo arbitrario, y que sélo parece ser una guia

- 3
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conveniente entre el conjunto de las figuras fundamentales, es una
consecuencia natural de un amplio conjunto de ideas que abarca
toda la sistematizacién de la Geometria.

Volviendo ahora al problema concreto del plano, proponga-
monos investigar qué es lo que se da en la figura de dos puntos
1, 2 (fig. 31), cuando se conocen los determinantes X, Y, N. Es
evidente que la posicién de ambos puntos, tiene todavia un
grado de libertad, puesto que esta posicién queda completa-
mente determinada mediante el conocimiento de cuatro magni-

Figura. 31

tudes, y aqui sélo se dan tres. Pues bien, decimos que: Los
valores de X, Y, N, nd varian cuando, y sélo en este caso,
1 sea el extremo y 2 el origen de un segmento de longitud v
sentido determinados, que puede trasladarse arbitrariamente
sobre una recta ‘determinada ; la flecha indicadora del sentido,
la suponemos aqui, y en cuanto sigue, colocada de manera que
2 sea el origen y 3 el extremo, pues su ecuacién

r y 1 ]

2, ¥y 1|=0

Zy Y2 1
puede también escribirse en la forma

Y.x—X.y+N=0,

en la cual se ve que esta recta queda también determinada por
las razones X : Y : N.

Para ver que los valores de X, Y, N, permanecen invariables
al trasladarse el segmento 12 sobre su recta, basta fijarse en
que, segtin lo dicho al hablar de longitudes de segmentos y areas
de tridngulos, X e Y son, respectivamente, las proyecciones
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del segmento (1, 2), sobre los ejes x e v, y N representa el doble
del area del tridngulo (0, 1, 2), recorrido en el sentido 0, 1, 2,
v evidentemente los Unicos cambios de posicién de los puntos
1, 2, en que estas tres magnitudes se conservan invariables, son
las traslaciones del segmento (1, 2), siendo constantes su longi-
tud y sentido. Grassmann llamaba a los segmentos de la misma
longitud y sentido de una recta determinada Linienteil (porcién
de recta), pero el nombre hoy generalizado es el de wvector y,
aun mdas preciso vector deslizante, para distinguirlos de los vec-
tores libres o simplemente vectores, de la misma longitud y sen-
tido, pero que pueden trasladarse fuera de sus rectas. Un wector
x Yy 1
Z Yy 1
determinantes X, Y, N, es, por consiguiente; la primera forma
geométrica elemental que obtenemos en virtud del principio de
Grassmann.

Es digno de observarse, que las magnitudes X e YV, determi-
nan un vector libre, por ser invariables en toda traslacién para-
lela del segmento. Anélogamente, las dos magnitudes expresa-
das por las razones X : Y : N, sélo determinan una recta ilimi-
tada, y no la longitud de un segmento. Existe, pues, cierta cc-
rrelacién entre la recta ilimitada v el vector libre, sobre la cual
insistiremos m4s adelante.

Estas ideas juegan un importantisimo papel en Estdtica, ha-
biendo sido empleadas hace ya tiempo, aunque en una forma mds
empirica. En la Estdtica de los sistemas planos rigidos, un vec-
tor puede considerarse como la representaciéh geométrica de
una fuerza cuyo punto de aplicacién puede, en virtud de la ri-
gidez del cuerpo, variar a lo largo de la direccién en que la
fuerza se aplica. Asf se ha representado en la figura 32 una fuer-
za como ha sido costumbre en Mecéanica: como ejemplo de {a
manera con que se daba vida a los conceptos en la Mecéanica an-
tigua, digamos que en la linea 12 representativa de una cuerda,
siempre se ponfa una mano que parecia estirar en el senti-
do 21 (*). :

X e Y reciben el nombre de componentes de la fuersa vy N

i _ o .
deslizante, determinado por la matris 1 o por los

(*) Véase p. ef. las lAminas de Varignon, Nouvelle mécanique ou' sta-
tique. Parfs, 1775, )

3
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el de momento, respecto del punto O ; pues de la ecuacién de'la
N
[PEESE
luego, N es, en efecto, el producto de la distancia al origen por

recta, se deduce que su distancia al origen O es p=

la longitud del segmento ¥ X%+Y? es decir, la intensidad de
la fuerza. ‘

Los tres numeros X, Y, N, se llaman coordenadas de la fuer-
za. La definicién analitica da para cada una de ellas (y esto es

1

Figura 32

esencial), un determinado signo, que, naturalmente, tiene su sig-
nificacién geométrica.

Por razones de simetria en las férmulas, nos hemos apartado
en la determinacién del signo del momento de lo usual en Me-
cinica, que es utilizar los determinantes formados por las coor-
denadas del punto 2 y las X, Y del vector libre, en esta forma:

Ty Yol
X Y

L Ya

Ty — T Y1 — Yo

lo cual da para N, un signo contrario al obtenido anteriormente,
pequefia diferencia que carece de importancia una vez advertida.

El primer problema que se presenta en la Mecénica de los s6-
lidos, es hallar la resultante de un sistema arbitrario de fuerzas
X, Y, N, (i=1, 2, ..., n) lo que analiticamente equivale a formar
el vector deslizante que tenga por coordenadas.

i=n i=n i=n

3¥x, X% oy XN
=1 g=1 i=1

La Estdtica grdfica resuelve el problema de un modo muy
elegante, utilizando para dos fuerzas el conocido método det
paralelogramo, y para més de dos, el poligono de fuerzas y el
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poligono funicular, con lo cual se obtiene generalmente un vector
unico como resultante de un sistema de fuerzas. A veces, sin em-
bargo, hay excepciones ; como, por ejeniplo, en el caso de que el
sistema esté constituido por dos fuerzas paralelas, iguales y de senti-
dos contrarios, de coordenadas X, Y, N, y —X, - Y, N,(N,&%N,)
la resultante tiene entonces por componentes 0, 0 y, N+ N,, nd-
meros que, evidentemente, no pueden ser coordenadas de nin-
gin vector. En este caso, la Mec4nica elemental no puede hacer
nada, y lo acepta como un eiemento irreducible, que denomina
par de fuerzas que influye desfavorablemente en la sencillez y
generalidad de los teoremas. Esta aparente excepcién puede, sin
embargo, ser incluida en nuestro sistema, aplicando de un 'modo
-puramente formal las férmulas anteriormente obtenidas, a las
componentes 0, 0, N+ N, de las fuerzas, con lo cual se obtie-

ne como intensidad de la resultante 4/ 024+ 0%=0, y como dis~
N+,
0

de la distancia de una fuerza al origen, y la infinitud de sit

tancia al origen, p= =00. Ahora bien, si la anulacién

distancia, devienen de tal manera que el momento p . /x>+y* se
conserva finito, se est4 en el caso del par de fuerzas y, por tan-
to, se puede considerar la resultante 0, 0, N+ N, de un par de
fuerzas, como una fuersa infinitamente lejana, de intensidad in-
finitamente pequeiia y de momento finito. Esta ficcién, en cierto
modo correlativa con la consideracién de los elementos del infi-
nito en la Geometria, es sumamente uUtil y cémoda en la Cien-
cia. Por de pronto, el concepto de fuerza, ampliado de este modo,
permite enunciar el siguiente teorema, que carece de excepcio-
nes: Todo sistema de un numero cualquiera de fuersas, que ac-
titan en un plano, tiene siempre una resultante; mientras que en
las exposiciones elementales siempre hay que indicar la excepcién
del par de fuerzas. Con objeto de completar este estudio, vamos
a aplicar a las magnitudes elementales que nos ocupan, las trans-
formaciones del sistema de coordenadas rectangulares. Las fér-
mulas'que permiten efectuar estas transformaciones son, como es
sabido, las cuatro siguientes :
1. Traslacion paralela:

4y ¥ =etea
1
y=y-+0b
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2. Giro de amplitud o= '

x'= xcosg+ysencs
y'=—xsen g+vcoss

(dy)

3. Simetria respecto del eje x:

TRR R
? y=—y
4. Cambio de unidad:
@ =N
4y VT
vy =Ly

El producto (*) de estas cuatro clases de transformaciones
para todos los valores posibles de los pardmetros a, b, ¢, %, da
las ecuaciones generales del cambio de ejes de coordenadas, con
‘cambio simultdneo de la unidad. Si se muitiplican unicamente
todos los giros y traslaciones posibles, se obtienen todos los mo-
vimientos del primitivo sistema de ejes sobre su plano. El siste-
ma de todas estas transformaciones forma un grupo; es decir,
el producto de dos cualesquiera de ellas es otra transformacion
del mismo sistema, y la inversa de cada transformacién también
pertenece al grupo.

Las cuatro transformaciones (A), de las cuales resultan to-
das las demés, se llaman fundamentales o generatrices del grupo.,

Antes de examinar la influencia que tienen estas transforma-
ciones en los determinantes X, Y, N, es conveniente enunciar
dos principios generales, que desde ahora quisiera hacer resaltar ;
y aunque acaso no aparezcan con toda la claridad apetecible al
enunciarlos de manera tan general, su aplicacidén a casos concre-
tos hard desaparecer todo motivo de confusiéon. El primero dice,
que todas las propiedades geométricas de las figuras deben ser
expresadas por medio de formulas que permanescan invariables
en toda transformacidon de coordenadas, csto es, las coordenadas
de todos los puntos de la figura, satisfacen simultdneamente a
una de estas transformaciones.

El segundo principio es el reciproco del anterior, y dice que,

{(*) Producto de transformacicnes, es la transformacién que sustituye a
la aplicacién sucesiva de aquéllas.
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toda fdrmula invariante en el grupo de las transformaciones de
coordendadas, expresa una propiedad geométrica de la figura.

Como ejemplos, los méas sencillos que pueden proponerse, re-
cordemios simplemente las expresiones de la distancia entre dos
puntos y del angulo de dos rectas; de éstas y niuchas otras f6r-
mulas semejantes, haremos uso constante. Para aclarar mas, fijé-
monos en un caso muy trivial para férmulas no invariantes:
la ecuacién y=0. para la figura formada por un punto (x, y) del
plano, expresa que este punto estd en el eje x, el cual es real-
mente arbitrario, completamente extrafio a la esencia misma de
la figura, v cuyo uso no tiene otro alcance que la comodidad en
la descripcién. Asi toda ecuacién no invariante representa una
cierta relacién de la figura con entes exteriores, libremente afia-
didos, en particular el sistema de coordenadas, pero nunca pro-
piedades geométricas.

El segundo principio se refiere a los sistemas de magnitudes
analiticas, que estdn formadas por las coordenadas de varios
puntos, 1, 2, ... ; por ejemplo, las tres magnitudes X, Y, N, que
venimos considerando. Si este sistema tiene la propiedad de
transformarse en si mismo, de una manera determinada, en to-
das nuestras transformaciones de coordenadas, es decir, que el
sistema de magnitudes formado de la misma manera con las
nuevas coordenadas de los puntos 1, 2, ... se expresan en fun-
cion unicamente de magnitudes formadas con las coordenadas
antiguas (sin que hayan de intervenir los valores de estas coor-
denadas) diremos que define una nueva figura geométrica, es
decir, una figura independienie del sistema de coordenadas; y
clasificaremos todas las expresiones analilicas, atendiendo pre-
cisamente a la manera de comportarse en las lransformdaciones
de coordenadas, y tomaremos, por definicidn, como figuras geo-
métricas equivalentes, es decir, de la misma especie, dos series
de expresiones que se transformen de la misma manera.

Apliquemos todo esto al material proporcionado por las mag-
nitudes elementales de Grassmann.

Aplicando a los puntos (x,, ¥,) y (X,, ¥,) extremos de un vec-
tor la primera transformacién o traslacién paralela (4,) se ob-

tiene ; . .
%, =% +a, x,=xjta

y'1=y1{+b’ y12=y2'.+b ’
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Las coordenadas del vector, antes y después de la transfor-
miacién, son :
Xi=x, —x,, Y=y, ~5,, N =x, ¥, =%, ¥,
X'=x' —x'yy  YVi=y =9y, N=xiy,-xY,

de donde resulta :
X'=X
B! Y=Y
N'=N+bX—-aY

Anélogamente se obtiene como férmulas de transformacion :
2.° Para el giro (4,):

X'= Xcosg+Yseng
(By) { Yi=—Xseng+Ycosy
N= N

3. Para la simetria (4,):

( X'= X
Bs) ( ¥'=-Y
Z N =—N
4.° Para el cambio de escala (4,):
X =2 X
By Y =171
| N'=wmN

En estas dltimas férmulas aparece por primera vez lo que en
Fisica se llama dimensidn; es decir, el exponente de la poten-
cia de x por quien hay que multiplicar X, ¥, N. Las dos pri-
meras coordenadas tienen la dimensién 1 de una linea; N, en
cambio, tiene la dimensién 2 de una superficie.

Observando los cuatro grupos de férmulas, se ve que el vec-
tor definido por ios determinantes X, Y, N, satisface a la de-
finicién general que hemos dado de magnitudes geométricas,
puesto que las nuevas coordenadas X', Y', N’ estdn expresadas
en funcién Unicamente de las antiguas.
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Fijandonos, mds particularmente, en sélo las dos primeras
ecuaciones, vemos que en ellas no interviene para nada N; las
dos primeras coordenadas X', Y’ del vector en el nuevo sistema
coordenado sélo dependen, pues, de los valores primitivos X, V
de estas coordenadas ¥ no varfan en las traslaciones paralelas, y
en las otras transformaciones estdn con las X' e Y’ en las mismas
relaciones que las coordenadas primitivas de un punto %, y con
las nuevas x', y'. Con arreglo al segundo principio, podemos,
pues, decir que las coordenadas X, Y, determinan una figura
geométrica independiente de los ejes, flgura que, anteriormente
hemos visto, es el vector libre. ' ' N

Dividiendo cada dos férmulas consecutlvas de cada grupo,
resulta que por ser X', Y’', N’ funciones lineales homogéneas de
X, Y, N, las razones X': Y': N’ dependen tdnicamente de las
X:Y:N. Ello significa que estas ragones X:Y : N deternii-
nan también, independientemente de los valores de las canti-
dades que las forman, una figura geométrica que no depende de
los ejes de coordenadas; y, en efecto, ya antes hemos visto que °
‘determinan la recta ilimitada 12.

Aplicando las férmulas (B) al caso ‘particular del par de fuer-
zas en el que X=Y=0, se obtienen, naturalmente, X'= Y.—
y para N’ los siguientes valores, correspondlentes a aquellas

férmulas : 3
(c) N'= N

(C) N= N
(C) N=-N
(C) N=2N

Llamando invariante a toda magnitud que en las operaciones
de un grupo de transformaciones queda, a lo'sumo, multiplica-
da por un factor, y clasificando los invariantes en absolutos y
relativos, segin que este factor sea o no la unidad, las cuatro
férmulas (C) pueden condensarse en este enunciado : El momen-
to de un par de fuerzas, es un invariante relativo en el grupo de
las transformaciones de coordenadas rectangulares de un plano.

Consideremos, ahora, el drea deé¢ un tridngulo

4 2y ¥ 1
A=—|2 ¥ 1
9
g ys 1
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Aplicando las férmulas (4) de transformacidn, resulta,. te-
niendo en cuenta elementales propiedades de los determinantes,

(Dl) A= A
(D) A= A
(D)) A=—-A
(D) A'=3A

lo que, por otra parte, es facil de deducir geométricamente. Es-
tas férmulas, o mismo que las (C) expresan que el drea de un
triangulo, y, por tanto, cualquier drea (puesto que puede conside-
rarse como suma de tridngulos) se comporla en toda transforma-
cion de coordenadas, exactamente como el momento de un par
de fuerszas. Se puede, por consiguiente, con arreglo al segundo
principio general antes enunciado, considerar ambas magnitudes
como geométricamente equivalentes v precisar el sentido de esto
de la siguiente manera : Si tenemos en el plano un par cualquie-
ra de fuerzas con el momento N y definimos un 4rea de tridn-
gulo A=N, en toda transformacién de coordenadas subsiste
esta igualdad, es decir, podemos representar geomdétricamente el
momento de un par de fuerzas por el drea de un iridngulo o de
un paralelogramo o de cualquier otra figura independientemenie
de la posicion de los ejes de coordenadas.

itl. El Principio de Grassmann en el espacio

Analogamente a como hemos hecho en el plano, considere-
mos las cuatro matrices formadas por las coordenadas de 1, 2,
3 6 4 puntos, respectivamente, y el numero 1

X z; 1
. z oY o# 1 1 Y1 %4
e Y 7 1 | (% Ya & 1)
lzy ¥ 2 1], v|%2 Yr 2 1,
. Ty Yy 2 1 x5 Y 23 1
- Ty Y 25 1 1
Ty Yi 2%

Los determinantes que se obtienen de la primera matriz son las
coordenadas del punto y no ofrecen, por lo tanto, ningdn nuevo
interés. El de la tltima matriz es, como se sabe, igual al séxtuplo
del volumen del tetraedro (1, 2, 3, 4) que atendiendo a denomi-
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naciones que luego utilizaremos, llamaremos elemento espacial,
y que puede considerarse simplemente como volumen del para-
lelepipedo que tenga por aristas 41, 42, 43 que Grassmann lla-
maba espato, tomando esta palabra de la Mineralogia (espato
calizo, espato fluor, etc.) )

La segunda y la tercera matriz dan origen a las'nuevas figu-
ras. .La matriz de dos filas, representa el conjunto de los seis

Figura 33

determinantes de segundo orden siguientes, que resultan de Ia
supresion de cada par de columnas:

¢ 4 o
() X=x,—x,, Y=y,—v, Z=5,—25,
L=:V122_y221’ ]‘{':‘lez”zzxu Z\/=x1y27—x‘2y1 )
andlogamente la tercera 'matriz, representa estos cuatro deter-
minantes de tercer orden:

/ ¥, 2y 1 zy oz 1
=1y, 2 1|, m= Zy %y 1

@) Ys 25 1 Z3 a1
2 Y1 Zy Y1 &

n=lay Y 1|, P= 1o Yp %

x; Yy 1 Ty Y Z3

De las consideraciones relativas al plano, puede facilmente
deducirse que X, Y, Z representan las proyecciones del segmen-
to 21, sobre los ejes, y L, M, N los duplaes de las proyecciones
del tridngulo 0 12 (tomado precisamente en este sentido), sobre
los planos coordenados. Todas estas cantidades permanecen in-
variables, cuando el segmento 12 se mueve a lo largo de su mis-
ma recta conservando su longitud, luego, en conjunto, representa
lo que llamaremos un vector en el espacio. Las X, Y, Z perma-
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necen ademdés invariables cuando el vector se mueve paralela-
mente a si mismo y, por.consiguiente, representan por si solas
un vector libre. Asimismo, las cinco razones X: Y: ...: N, que
nc varfan aunque cambien el sentido y la longitud del vector

Figura 34

sobre su misma recta, pueden considerarse como representantes
de la recta (12) indefinida. o

Los cuatro determinantes (2) determinan, en primer lugar, el
plano de los tres puntos 1, 2, 3, puesto que su ecuacidn :

z Yy & 1
¥ o& 1 -0
Ty Yo 2 1|
3 Yy 2 1

‘puede evidentemente escribirse en’ la forma :
Ix+my+nz+p=0

pudiendo observarse también que las razones l:m:n:p de-
terminan el plano ilimitado. ° ‘

I, m y m son las proyecciones del tridngulo (1, 2, 3) to-
mado siempre en este sentido, sobre los planos coordenados Y
p el séxtuplo del volumen del tetraedro (0, 1, 2, 3), con el signo
correspondiente a este orcden de sucesién de los vértices. La con-
dicién necesaria'y suficiente para que estas cuatro cantidades se
conserven invariables en todos los movimientos del tridngulo
(1, 2, 3) en su plano, es que tanto el 4rea como el sentido de di-
cho tridngulo permanezcan fijos. Asi queda definido un tridngu-
lo movible con las restricciones indicadas, el cual fué llamado por
Grassmann elemento plano o magnitud o drea plana (Plangrosse).
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Las tres primeras coordenadas I, m, n permanecen ademds in-
variables, cuando el plano se mueve paralelamente a si mismo,
luego determinan por su parte un tridngulo susceptible de mo-
verse-en estas condiciones, llamado por Grassmann drea plana
libre (freie Plangrosse).

Volviendo a ocuparnos del wector, observaremos en primer
tugar, que su posicién en el espacio queda determinada por cin-
co pardmetros, pues aunque las coordenadas de sus extremos
son seis, uno de ellos sélo puede moverse libremente sobre una
récta. Las seis coordenadas del vector X, Y, Z, L, M, N, no
pueden pues, ser independientes entre si, sino que tendran que
satisfacer a alguna condicién. Para investigar cudl ha de ser
ésta, consideremos el determinante

xy Y14 :
Xy Ys:% 17

evidentemente nulo por tener dos filas iguales. Desarrollandolo
por menores complementarios formados con las dos primeras
y las dos tltimas filas, se obtiene, como primer sumando, el for-
mado por el producto de los dos 'menores de segundo orden in-
dicados por las lineas de puntos, producto que es.igual a NZ,
como es facil comprobar. Procediendo de este modo, se obtiene
como valor total del determinante, 2(NZ+ MY + LX), y pue-
de, por consiguiente, escribirse la identidad

X.L+Y . M+Z.N=0; (8)

que expresa la condicién a que han de satisfacer las coordena-
das de todo vector.

Se puede ver facilmente que la condicién (3) entre las seis
magnitudes es suficiente para que éstas determinen un vector
como coordenadas del mismo, segin las férmulas (1).

Pasemios, ahora, a la aplicacidn de este concepto a la Me-
canicd. :



Aqui, lo mismo que en el plano, un wector representa-la linea
de aplicacion, la magnitud vy el sentido de una fuersa aplicada a
un cuerpo rigido de tres dimensiones; X, Y, 7 son las compo-
nentes de la fuerza en direccion de los ejes coordenados ; v L, M,
N los momenlos respecto de éstos. Las tres componentes X, Y, Z
determinan, ademés de la 'magnitud, la direccién de la fuerza
y del vector, cuyos cosenos directores estan en las razones
X:Y:Z; la fuerza (o el vector) se obtiene como diagonal del
paralelepipedo-cuyas aristas, situadas sobre los ejes coordenados,
son X, Y, Z. Mediante andloga construccién, las tres magnitu-
des L, M, N, determinan una direccién, la direccion del eje del
momento resultante. En cuanto a la condicién (3) a que dehen
satisfacer las coordenadas; significa, segtin una conocida férmu-
la de Geometria, que la direccidn de la fuersa debe ser perpen-
dicular al eje del momento resultante.

El par de fuerzas, lo mismo también que en el plano, resulta
de la consideracién del caso limite..en que X=Y=Z=0 sin
que L, M, N sean todos nulos, es decir, que se puede considerar
como una fuerza infinitamente lejana y de intensidad infinita-
menie pequedia, cuyo momento permanesca finito.

La teorfa elemental elude esta forma de expresién y conside-
ra el par de fuerzas como el conjunto de dos fuerzas iguales, pa-
ralelas y de sentidos contrarios que acttian en rectas diferentes :
X, Y Z, L, M,N, vy -X, -Y, —Z L, M,, N,, cuya suma
da, en efecto, las magnitudes 0, 0, 0, L+ L,, M, +M,, N, +N,,
conforme a lo dicho.

Veamos ahora lo que se refiere a la composicion de un siste-
ma de fuersas cualesquiera, que actiian sobre un sdlido:

X, Y,Z, L, M, N, (=1, 2, ..., n)

Este problema que en los tratados elementales de Mec4nica
da lugar a largas v enojosas disquisiciones, por no usar las re-
glas de los signos, puede aqui ser resuelto inmediatamente
efectuando las sumas:

w=n x=n w=n
E= > X, H= 7Y , L= 32

i=1 i=1 i=1
. b'l':')l L= E=NR
,A.=ZL1‘. , M-:ZM, N=2Ni

i=1 i=1 i=1
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que proporcionan las seis coordenadas del sistema de fuersas,
o, utilizando una denominacién introducida por Pliicker, coor-
denadas de la dinamia. Estas coordenadas son como antes, de
dos clases, a saber: las tres componentes a lo largo de los ejes, y
los tres momentos respecto de ellos.

Los sistemas de fuerzas en el espacio presentan una notable
diferencia con los planos, que consiste en que esta dinamia no
serd, en general, una fuerza tnica, pues ias seis coordenadas no
-satisfardn, en general, a la condicién :

2 A+ U M+Z.N=0

Resulta, pues, que un sisienia de fuersas aplicadas a un s6-
lido no se reduce necesariamente a una fuerza (*).

Para tener idea mas concreta de lo que es un torsor, veamos
la manera de representario intuitivamente como resultante del
menor numero posible de fuerzas. La exposicion clésica de esta
cuestion, es la de Poinsol, quien demostrd por primera vez en
sus Elements d’Estatique (1804) que un totsor puede conside-
rarse como resuliante de una fuerza y un par de fuersas, cuyo
eje, lamado ¢je ceniral del torsor, es paralelo a la direccion
de aquella fuerza, pudiendo efectuarse esta descomposicion de
un modo tnico. El eje central del torsor se denomina también
eje central de Poinsot. '

Para demostrar este teorema, observemos que la fuerza resul-
tante, prescindiendo del par, ha de tener por componentes
=, H, Z y como ha de ser paralela al eje del par, los momentos
de éste tienen que ser proporcionales a =, H, Z. Las coordena-
das del par, son, pues:

0,00, k.5, k.H, k.7,

donde k es un pardmetro, por el pronto indeterminado.

Suponiendo que el torsor dado =, H, Z, A, M, N se com-
pone del precedente par y de una fuerza, las cordenadas de ésta
deberan ser :

5 . . . . . ¥ .
(*) La denominacién corriente en Espaiia, de estos sistemas que no tienen
resultante Unica es la de forsor; el autor utiliza la de dinamia. (N. del T.)
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2, H,Z, A~k . E,M—k.H, N-LkZ
diferencas entre las del torsor y las del par. El teorema estara,
pues, demostrado, si se consigue determinar k de tal modo que
estas coordenadas representen efectivamente una fuerza. Para
ello es necesario y suficiente que satisfagan a la condicién (8);
es decir, que sea .

E(M—k.E)y+HM—k. H)+Z (X —k.Z)=0,

para lo cual es necesario y suficiente que se verifique

EA+HM4ZN
52 L H2 4 72

expresion que da un valor bien determinado, ya que siempre
puede suponerse que el denominador no es nulo, pues si lo fue-
se, el torsor quedaria reducido a un par.

Dando a k este valor llamado por Pliicker pardmetro de la di-
namga, el torsor queda descompuesto en una fuerza y un par,
como queria demostrarse. Por ser tnico el valor del pardme-

Figura 335

tro k, la descomf)osici‘én no puede tampoco efectuarse mas que
de un solo modo. ‘

Para el estudio de la representacién geométrica de esta des-
composicién, conviene recordar un problema resuelto por Mo-
bius en su Lehrbuch des Statik (*) que puede enunciarse asi :
determinak el sistema de ejes, respecto de los cuales el momento

®

(*) Leipzig, 1837. Werke III (Leipzig, 1886).
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de un torsor es nulo. Las denominaciones adoptadas por Mobius
son ejes nulos y sistema nulo ().
Sean dos vectores (1, 2) y (1', 2) en el espacio (fig. 35); el
tetraedro que tiene por vértices sus extremos, es de volumen

2 Y oz 1
Xy Yo
'y Y
s Y

2
.

N

1 1
5 Z, 1
Z, 1
Desarrollando este determinante por menores complementa-

rios de segundo orden, relativos a las dos primeras y dos ulti-
mas filas, resulta

é (XL'+ YM'+ ZN' + LX'+ MY' + NZ")

donde X', ..., N' representan las coordenadas del vector (1, 2.
La expresion '

XL+ YM'+ ZN' +LX'+ MY'+NZ,

combinacién bilineal de las coordenadas de los dos vectores, re-
cibe el nombre de momniento de un wvector respecto del otro, y es,
como se ve, igual a seis veces el volumen del tetraedro que tiene
por wvérlices los extremos de ambos vectores e independiente,
por lo tanto, de la posicién de los ejes de coordenadas.

Si 7, 7' son las longitudes de los dos vectores, o su dngulo v
p su minima distancia, el momento es igual 7.7".p .seny (pres-
cindiendo del signo de o). s

Sea ahora, en lugar del vector (1, 2), una recta ilimitada. En-
tenderemos por momento del vector (', 27, respecto de esta
recta, su momento respecto de un vector de longitud 1, situado
sobre ella, o sea, 7'pseny. Este resultado puede obtenerse tam-
bi¢n, dividiendo la precedente expresién pof r=|y X2+ Y?+ 27
de modo que el momento de un vector X', Y', Z', L', M’/ N’
respecto a la recta ilimitada del vector X, Y, Z, L, M, N, puede
también expresarse asi:

("““) En Espafia es més corriente la denominacion de sistema  focal.
(N. del T.)



NI+ YM + NZ+ LX + MY +NZ'
Virrrz|

Este valor depende solamente de las razones de las seis can-
tidades X, Y, ..., N y de su signo comtn ; es decir, queda com-
pletamiente determinado cuando se da la recta ilimitada y un
sentido sobre ella, v es lo que en Mecanica recibe el nombre
de momento de la fuerza que el vector representa respecio de la
recta considerada como eje. L

El valor del momento o momento de giro de un torsor pue-
de obtenerse sumiando los momentos de las fuerzas que le com-

ponen, con lo cual se obtiene

% XL+ YL, + ZM, + LX', + MY', + NZ,
= Ve ryire |

=t

XA+ Y. M+ZN+L.E-+L.H+N.Z
| VX:y veq4 7 |

Haciendo coincidir sucesivamente la recta indefinida de
X, ..., N con los tres ejes positivos, esta expresion toma los
valores A, M, N, lo que justifica la denominacién antes dada
a estas tres magnitudes. ‘

Ahora podemos ya examinar la cuestién planteada por Mo-
bius. La condicién para que este momento sea nulo respecto de
Jarecta X:Y:...: N, es

AXA MY ANZLELLHMANZ=0

v, por lo tanto, el conjunto de las rectas X : Y : ...: N represen-
tadas por esta ecuacion constituye el sistema focal del torsor. Esta
ecuacién es la ecuacidn lineal homogénea mas general entre las
seis magnitudes X, ..., N, puesto que los coeficientes A, ..., Z,
como coordenadas de un torsor, pueden ser seis ‘magnitudes arbi-
trarias. Estos conjuntos de rectas, definidos por una ecuacién 'li-
neal homogénea arbitraria fueron ya estudiados por Pliicker
-—que, con Mobius, fué el investigador y creador mas profundo
del siglo x1x en Geometria analitica—quien los denominé com-
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blejos lineales. Asi, pues, el sistema focal de Mibius es exacia-
mente el mismo que el complejo de Pliicker.

La representacién sensible de un complejo lineal no puede ser
una figura geométrica, en el sentido estricto de la palabra, puesto
que recubren el espacio infinitas veces las rectas focales (*).

Sin embargo, es muy facil comprender cémo estan agrupadas.
Para ello tomemos los ejes coordenados en la posicién més cé-
moda, lo que se logra escogiendo para eje 5 el central del tor-
sor, con lo cual ‘cuatro coordenadas de éste, =, H, A, M, se
anulan, y M y N representan entonces, respectivamente, la in-
tensidad de la fuerza y el momento de giro del par que compo-
nen el torsor, y el pardmetro & toma el valor ‘

EA+HM+ZN N

b= =
T Temimiz 7z

La écuacién del complejo -iineal en el nuevo sistema de coor-
denadas es

*

NZ+7ZN=0

que dividida por Z da
kZ 4+ N=0 1)

Para discutir esta nueva forma, supongamos que P, (x,, v,y 2,)
y P, (%, ¥,,5,) son dos puntos de una de las directrices X : Y :
:Z:L:M:N del sistema focal; en este caso, Z=g —3, ¥
N=xy,~x,y,, v la férmula (1) da para las coordenadas de
cada dos puntos de una recta del sistema focal, la condicién

k(3 —2,) +%,y, —x,9,=0 @

Si suponemos ahora fijo el punto P,, la ecuacién (2) debe
satisfacerse por las coordenadas de todos los puntos P, que es-
tan con el P, en una misma recta del sistema focal.

Llamande, para mayvor claridad, x, y, 2, a las coordenadas’

. (*) A estas rectas, llamadas rectas nulas por Mobius, y directrices por

Staud, las desigraremos con esta dltima denominacién y también con

la de rectas focalcs, de acuerdo con la del sistema que forman. (N. del T.)
4
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del punto variable P,, obtenemos para lugar de estos puntos,
el plano

y,5—x,y 4 ks=ks, 2

que pasa por el punto P,, puesto que esta ecuacion se satisface
para X==u%,, ¥y=Y,, 5=2%,. e \ '

Con esto queda demostrado que todas las directrices del sis-
tema focal que pasan por un punio P, del espacio, forman un
haz de rectas de vértice P, y plano (2'). Falta solamente, hacer
ver con una imagen sensible la posicién de los planos focales
correspondientes a los puntos P,.

 Las dos expresiones Ni=x,y,—,%,, Z=3%,—32, que intervie-
nen en la ecuacién (2) tienen la propiedad de ser invariantes en
todas las traslaciones paralelas al eje z y en todos los giros al-
rededor de este mismo eje. Esto se comprueba fécilmente, ob-
servando que las traslaciones no afectan a las coordenadds x, ¥,
sino solamente a las z, pero sin que la diferencia s, -z, varie;
anilogamente los giros no aféctan a las z, y si a las x, y, pero
el Area Ni=x,y,—%,, gira con el plano xy permaneci‘endo in-
variable en magnitud. Puede por consiguiente afirmarse, que
el sistema focal representado por la ecuacidn (2) se transforma
en si mismo por todos los giros alrededor del eje ceniral (que es
el eje z) y por todas las traslaciones paralelas a este eje.

 Esta proposicién facilita extraordinariamente la representa-

AV
7N

Figura 36

cién geométrica, pues bastard ya conocer la posicion de los planos
focales correspondientes a los punios del semieje X, para tener
los correspondientes a todos los puntos del espacio, ya que por
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medio de giros alrededor del eje z y traslaciones paralelas al
mismo, del semieje «, puede hacérsele pasar por cualquier pun-
to. En otros términos, los planos focales de los puntos de toda
semirrecta perpendicular al eje ceniral, tienen respeclo a éste y
a la semirrecta, una posicion independiente del rayo elegido.

Limitdndonos, pues, a los puntos del semieje x, basta hacer
¥,=2,=0 en (2), con lo cual se obtiene :

‘como ecuacion del plano focal correspondiente al punto de abs-
cisa x,.
Como esta ecuacidn se satisface para y=z=0, el plano pasa

V4

V4

A0

Figura 37

por el .eje x. El 4ngulo o que forma con el plano xy, resulta
inmediatamente escribiendo la ecuacién en la forma :

5 =22 de donde tgo =

Este resultado puede expresarse indecendiententente del sis-
tema de coordenadas, diciendo que a todos ios bunlcs cuya dis-
tancia al eje central, supuesto vertical, es r, corresponden en e!
sistema focal'pvlamos que pasan por las perpendiculares irasadas
por ellos a dicho eje central, siendo la tangenle del dngulo que

. , . r
cada umo de estos planos formia con el horizontal, —k— Por con-

siguiente, si el punto se mueve sokre una semirrecta perpen-
dicular al eje central, el plano focal correspondiente, comienza
por ser horizontal para el valor 5=, v su inclinacién va aumen.
tando constantemente en uno u otro sentido (segiin que sea k= (),
al mismo tiempo que aumenta 3, teniendo como posicién asintd-
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tica la vertical. Este movimiento puede ser comprendido facil-
mente utilizando un modelo de Schilling, que se compone (figu-
ra 38), de una barra vertical que representa el eje central, y otra
p(erpendicular a ella y susceptible, tanto de girar alrededor de
aquélla, como de traslacarse a lo largo de la misma. Esta se-
gunda barra lleva adaptada una hoja plana, que movida hacia

b

-

N

£

Figura 38

afuera, toma automdaticamente por medio de una rosca, la incli-
nacién exacta que da la férmula.

Con51deremos, ahora, la normal al plano focal en el pun-
to P,. Sus cosenos directores, estan evidehtemente en la misma
razén que los coeficientes de la ecuacion del plano (2'), es decir,
en la razén:

yz:i_xz):.K (3)

Podemos imaginar también, asociada al punto P, esta direc-
ci6én, como direccion de un movimiento helicoidal -mfmz’amente
pequefio del espacio. En efecto, si se considera el L%pamo entero
cé6mo un cuerpo rigido y simultdneamente se le hace girar un
angulo finito o alrededor de 5 y trasiadarse una longitud ¢ para-
lelamente a 5, las coordenadas de un punto x, ¥, 5, Se convier-
ten en ’

X'=IXCOSw—Y Sen o
y'=xsen o +7ycosw
s'=gtc
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Si el movimiento es infinitesimal, la amplitud de su giro es
—dw (el signo menos indica que el movimiento es sinistrorsum
para k>0), y la cuantfa de su traslacidén es c=Fk dw. Despre-
ciando los infinitamente pequefivs de. segundo 0 mayor orden,
se podra poner cos dw=1, sen dw=dw, y por consiguiente :

K=+ y dw .
Vi= —x dw+y
=g+ k dw.

Segtin esto, los incrementos de las coordenadas de un punto
P, son

Axy=y,dw, Ay,=-x,dw, As,=kdw

es decir, el punto se mueve en la direccién :

Ax, t Ay, t Azy=y,: (—x,): k

Las razones del segundo miembro de esta iguaidad, son las
mismas (3) en que estdn los cosenos directores de la normal al
plano focal. Puede, pues, concluirse, que si el espacio toma un
movimiento helicoidal infinilamente pequeiio, alrededor del eje
central, de tal miodo que su traslacion sea igual a k veces su dn-
gulo de giro (tomado negativamente), se verifica que el plano
focal correspondiente a cada punto, es normal a la trayectoria
de éste.

Como esta idea del movimiento helicoidal es muy intuitiva,
se obtiene con ella una imagen muy viva de la disposicién de
los planos del sistema focal. Asf, cuanto mayor sea la distancia
r de un punto al eje central, tanto mayor es la pl‘é}feccién hori-
zontal rdw del eleménto de arco que describe en el movimiento
hellcmdal tanto mds achatado es, por tanto; este mismo arco,
pues ‘su altura k. dw es constante y tanto mds levantado el pla-
no focal, perpendicular al elemento de arco.

Sumando - infinitos de estos movimientos, resulta un movi-
miento contirtuo helicoidal del espacio, en el cual, todo punto de
distancia 7 al eje describe.una: hélice cuya inclinacién, respecto de

. | k .
la horizontal, tiene por tangente — -, y cuyo paso tiene el va-
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lor 2kr, independiente de 7. Los planos mormules « esla hélice
son los planos focales del sistema.

Para obtener la representacidn geométrica de las direclrices
del sistema, llamemos g a una de ellas, y construyamos su mini-
ma distancia al eje central (fig. 39), es decir, el segmento que cor-
ta perpendicularmente al eje en O y a g en P, Segun lo
dicho anteriormente el plano focal correspondiente al pun-
to- P, pasa’ por esta perpendicular OP al eje y estd de-
terminado por ella y la directriz g; ahora bien, como ésta
es perpendicular a OP, debe formar con la horizontal

. . K .
el mismo angulo ¢ que el plano focal, es decir, tg o= > sien-

do 7= OP. Segtin esto, la directriz correspondiente a cada
punto P de una perpendicular al eje central, es otra perhendicu-

s

Figura 39 Figura g0
lar a la primera trazada por P, y que forma con lu horisontal un
; : 7
dngulo cuya tangente es %

Aun puede concebirse esta construccién de este modo, un
poco més intuitivo: Construyamos la superficie cilindrica de re-
volucidn, de radio r y cuyo eje sea el eje central, y lracemos en
ella todas las hélices (fig. 40), cuya pendiente resbecto del ‘plano

horizsontal esté determinada por tg ¢ = —;—;— ; enlonces, el conjunto

de las tangentes a estas hélices es, epidentemente, el mismo con-
junto de las rectas focales cuya distancia al eje central es r. Ha-
ciendo variar r se obtienen todas las rectas focales. Estas hélices
tienen mavor pendiente a medida que estdn mds alejadas del eje
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central ; en cada uno de sus puntos, el plano focal es osculador
de la hélice, la cual, es por consiguiente, normal a la hélice an-
tes considerada, que corta perpendicularmente al plano focal.

Hechas estas consideraciones, que ponen .de manifiesto una
doble conexién del sistema focal con las hélices, se comprende
que esta teoria se designe abreviadamente como teoria de las hé-
lices ; esta denominacién ha sido utilizada especialmente por Ro-
ber ‘Ball en su «Teorie of screws» en la que, en efecto, estu-
dia todas las relaciones geométricas relacionadas con un torsor
dado aplicado a un sélido fijo.

Pasemos ahora, reanudando el curso de nuestra exposicién sis-
temdtica, a ver.la manera de comportarse las cuatro figuras fun-
damentales obtenidas mediante el principio de Grassmann en las
transformaciones de coordenadas rectangulares.

IV. Clasificaciéon de las figuras elementales del espacio aten-
diendo a su comportamiento en las transformaciones de
coordenadas rectangulares

El paso miés general de uno a otro sistema de ejes cartesianos
en el espacio, puede siempre descomponerse en cuatro transfor-
maciones, a saber :

1) Traslacion paralela:

2) Giro alrededor del origen ;

8) Simetria ;

4) Cambio de unidad.

Las ecuaciones de la traslacidn vy del giro, son, respectiva-
mente : '

(A) x'=x+a, y'=y+b, gﬂ:’g_;_c
x=a,x+by+ics
{4,) VY =ax+b,y+c,3

g'=apx+b,y+c,z

El conjunto de los productos de todas las transformaciones
posibles de estas dos clases constituye la totalidad de los movi-
mientos propios del sistema de coordenadas.

La simeria respecto de uno de los planos coordenados, por
ejemplo, el xy, tiene por ecuaciones :
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1 13 I
x=x, Y=y, s=—3z

Estas mismas férmulas se pueden escribir en forma mas
simétrica, con tres signos negativos :

(45) s=—2x,  y'=—y, si=-—z

y representan entonces, la simetria respecto del origen O, que
también toma el nombre de inversidn (*). En el plano x'= —x,
yi= —7y, representan simplemente un giro de 180°; en general,
la iinversion respecto del origen, es un giro en los espacios de
numero par de dimensiones y una verdadera simetria (¥*) en los
de namero impar de dimensiones. ‘
Finalmente, el cambio de unidad se efectda por medio de ‘

K= )\;K;,
(Ayp Vyi=\y, donde 2>0;
zh=2g,

si »<<0, ademds del cambio de unidad, hay una simetria.

Vamos a comenzar por el estudio de los giros alrededor del
origen. Sus ecuaciones dependen de tres pardmetros, porque la
amplitud es arbitraria, y. de los tres cosenos directores del eje
de giro, solamente dos son independientes.

Una exposicién simétrica de todos los giros, mediante tres
pardmetros independientes puede hacerse con la teoria de los
cuaternios de que incidentalmente nos ocupamos en el otro cur-
so (***); las férmulas a que ast se llega fueron, por otra parte, ya
establecidas por Euler. Aqui trataremos la cuestién como ordi-
nariamente se hace en los cursos de Mecanica, utilizando los
nueve cosenos directores de los, ejes nuevos, respecto de los
antiguos. Partimos de las ecuaciones de transformacién :

.

/ An
; wi=ax+by+cz

(L yi=am+ by +c,2
gi=am+b,y + ¢,z

(¥) La palabra inversién se aplica también algunas veees a la transfor-
macién por radios ‘vectores reciprocos. :

(*¥*) El autor quiere asf distinguir como sxmetlfaq propiamente tales
las que conducen a figuras no superposibles. (N. del T.)

(¥*%) Véase tomo I, pag. 75.
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Sea. un punto x, y=0, =0 del antiguo eje x. Sus coorde-
nadas en el nuevo sistema, serdn x'=ax, yi'=a,x, z'=a,x;
es decir, que a,, a,, &, son los cosenos de los dngulos que forman
los nuevos ejes con el x del primer sistema. Andlogamente ocu-
rre con by, b,, by, v ¢, c,, ¢, respecto a los ejes y, 3.

Estos nueve coeficientes no son independientes entre si, sino .
que existen entre ellos ciertas relaciones, faciles de obtener de
la interpretacién geométrica y también de la conocida ecuacion :

(2) X724y g =y o 2

que queda satisfecha en toda sustitucidn ortogonal; es decir,
en toda simetria o giro que deje invariable el origen de coor-
denadas. Esta ecuacidén no expresa otra cosa que la invariancia
de la distancia del punto al origen.

) De (1) y (2), se obtienen las siguientes relaciones en-

tre las nueve cantidades a,, ..., c,:

{\3) a12'+ a22 ’i"‘ a32 = 1, b12 + b22 -+ bg?' - 1, 012 + 622 + (’3? =1

1)101+b202+b303=0, 01414-(?2@2-1-63413:0, a1b1+a2b2+03f)3=0
3) Multiplicando las ecuaciones (1) por las tres cantida-
des a, las tres b y las tres ¢, sumando los resultados y teniendo
en cuenta las tres, resulta :

x=a,x" -+ay + asé’
4) y= blx',+~b2y';_+ b35,
#= ¢, x| +ic, Y+ ¢ 8

que, como se ve, es la sustitucign lineal traspuesta de la (1), que
se. obtiene cambiando filas por columnas en la matriz de los
cieficientes). ) '

v) Segun las reglas de la teorfa de déterminantes, la solu-
cidn de las ecuaciones (1) es: '

1 x b]_ €1 ay bl 51
I’:—A—- y' by €y ete., donde A = as bg Co

2 by ey Vay by



v, como el coeficiente de x” debe ser el mismo que en (4), es
preciso que sea:

by ¢

b

a
b

= a1,

1
A

[

1o que nos dice, que todo coeficiente de la sustitucion ortogo-
nal, es igual a su menor complementario en el determinante de
los coeficientes, dividido por el determinante A.

8) Para calcular el determinante A ‘de los coeficientes, for-
memos su cuadrado, que segiin la teorfa de multiplicacién de
determinantes es : '

ay by o a; by ¢

as bg Cy . ay b2 Cy =

ds b3 Cs ag b3 . Cg
as® + as® + as? biay+byas +bsas cra;H-cya, + czay
ayby+ ashy + azby  by? 4 by? + by C1by + by +e3bs

ayes+ases aze;  byog+ byoy + byeg ¢ + ¢® 5t

y aplicando las férmulas (3), resulta:

1 00
¢ A=jp 1 0|=1,
lo 01
de donde,

A=+1.

Para decidir cudl de estos dos valores debe aceptarse, hay
que tener 'en cuenta que hasta ahora hemos utilizado solamen-
te la ecuacién (2), que se satisface, tanto para un giro, como
para una simetria. Dentro de estas transformaciones ortogona-
les, los giros se caracierizan por oblenerse por variacidn con-
tinua de los coeficientes de la transformacion idénlica ~ ==,
y'=y, &'=5 vy las simetrias, por una variacién también con-
tinua- de una inversidn x'=-—x, ¥'=—y, g'=-—3; es decir,
los giros por un movimiento sin solucién de continuidad del
sistemadp ejes coordenados, que los lleva de la primera a la
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segunda posicién, mientras que, la transformacién inversa no
puede obtenerse de la idéntica por un movimiento continuo.
Ahora bien, siendo el determinante una funcidn continua de los
coeficientes, debe variar también continuamente al pasar de la
transformacién idéntica a un giro cualquiera; pero, en esta
transformacién inicial, A tiene el valor:

1 00
01 0|=+1

00 1

y, como segln vimos tiene que ser '+1 6 —1, necesariamente
serd ++1, pues, el paso al valor —1 implicaria una disconti-
nuidad. Por lo tanto, en todo giro, el determinante de los coefi-
clentes es: '

ay b] 1
A= as bg Cy ::"}'1 (6)
as by oy
v, analogamente resuita que en toda simetria es A= —1.

La férmula (5), toma asi la forma:

bg Cy

0

a, =

by ey

que expresa que en todo giro, cada coeficiente de la sustitucion
del sistema de: coordenadas reclangulares, es igual a su respec-
livo menor complementario- en el determinante A.

Pasemos ahora, a estudiar cémo influyen estas transforma-
ciones en las magnitudes geométricas elementales definidas en
el capitulo anterior, el vector X, Y, Z, L, M, N, el 4rea plana
I, m, n, p, y, finalmente, el elemento de espacio T.

La aplicacién de todas las férmulas de transformacion de
coordenadas, requeriria largo espacio y enojosos cdlculos ; por
lo cual haremos solamente resaltar algunos puntos que presen-
tan un interés especial. En primer lugar, se observa que las
coordenadas X’, Y’, Z’ de un vector, después de una transfor-
macién cualquiera, estdn expresadas en funcién tnicamente
de las coordenadas X, Y, 7 antiguas, sin que aparez-
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can las L, M, N ; es decir que segtin el principio de Grassmann,
¢l conjunto de las tres canilidades X, Y, Z, determina
una’ forma geomélrica independiente de los ejes de coor-
denadas, o sea, un weclor libre. Anélogamente, I, m, n (des-
cartando ), determinan otra forma geoméirica independiente
del sistema de ejes, que es la que anieriormenie hemos llamado
drea plana libre. )

Aplicando las férmulas (4,), ..., (4,), a las coordenadas X,
Y, Z, de un vector libre, para lo cual basta sustituir en
X'=o' —ay, ....los &'}, ... por sus valores (4,) en funcién
de x, v, 2, se obtiene :

1) Enla Etraslacirén:
X'=X, Y'=Y, 7Z=7 (B)
2) En el giro:
X'=a,Xi+b,Y+c,Z

Y'=a,X+b,Y+c¢,Z (B]‘)
Z'=a,X+b,Y +c,Z

3) En la inversién :

X'=—X, Y=Y, Z=—2 (B,)

’

4) En el cambio de unidad :
X=xx, Y=y, Z'=0s (B,)

Asi, pues, las coordenadas del wector, permanccen invaria-
bles iunicamente en la traslacidn ; en las demds transformacio-
nes se comporlan exactamente lo mismo que las coordenadas de
puntos.

Si se trata de un par de fuerzas basta hacer en estas férmu-
las x=q=5=0, con lo cual resulta X’=Y'=2Z'=0. Para los
momentos respecto a los nuevos ejes, se obtienen las férmulas
siguientes :

1) - En la traslacién :

L'=L, M'=M, N=N ()
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2) Enel giro:
L'=aL+bM+c,N
M'=a,Li4 b,M +c,N (Cy)
N'=a, L4 b M +e,N

3) En la inversion :
L'=L, M=3M, N'=N (Cy

4) En el cambio de unidad :
L'=32L, M'=)*M, N =¥N (Cy

luego, las coordenadas de un par de fuerzas no varian en la iras-
lacidn ni en la inversidn; en el giro se trasforman como las
coordenadas de un punto, y en el cambio de escala quedan mul-
tiplicadas por el factor »?, es decir, tienen la dimensién 2 (de
un 4rea), mientras el vector libre, como las coordenadas de
un punto, tiene la dimensién 1. '

La obtencién de las férmulas (C,), (C,), (C,) no presenta
ninguna dificultad. Para llegar a la (C,) se parte de la (4,) del
giro, de la cual se deduce:

I = Y Z|_laz by + e az &y + bz ¥y + 381
Yy 2% @2 %y + by Ys + €3 25 as T + by Yo + 385

Desarrollando este determinante, resultan 3.3+3.3=18 tér-
minos, de los cuales tres pares, por ejemplo,

(A%, @ %, —a,x, . A,%,)

se anulan. Los ‘doce términos restantes pueden escribirse en la
siguiente forma: ‘

| as . bs

‘as by

Y1 %

Ys &3

by € C1. Ay g ¥ X1 Y

Ty Yo

L= +

b3 Cs 103 Q3 z2 Ly

Los factores que ocupan el primer lugar de cada producto,
son menores del determinante de los coeficientes, y, por lo
tanto, iguales a a,, by, ¢, segun la férmula {7] del giro; y los
segundos factores son iguales a L, M, N, respectivamente,
luego: ‘

L=a,L4+b M+c N



que es la primera de las férmulas (C,). Exactamente igual se
obtienen las otras dos.

Procediendo de  un modo andlogo para el drea plana li-
-bre,  se deduce que las componentes 1, m, n, de un drea plana
. libre, se transforman del mismo modo que lus coordenadas
L, M, N de un par de fuersas.

Los resultados obtenidos pueden resumirse en la tabla si-
guiente : )

e Giro Son | de eaean
Vector libre X ay X+b;, Y+, Z —X L X
Par de fogfzas L ay L+b,M~4c, N L z L
Area plana libre i ' al4-bm-tcen l A2l

Estas formulas pueden servir de base para establecer algu-
nas propiedades geométricas que en la generalidad de los li-
bros, o faltan en absoluto, o estdn expuestas en una forma que
no deja adivinar su verdadero significado geométrico. Fre-
cuentemente, las figuras geométricas que consideramos no se
presentan tan claramente expresadas como aqui, y con ello se
dificulta la obtencidn de una serie completa de interesantes re-
laciones. Asi, por ejemplo, en la obra de Poinsot, los concep-
tos de par de fuerzas (couple») v drea plana libre («aire») des-
de el primer momento aparecen entremezclados, lo cual necesa-
riamente dificulta la comprensién ; para nosotros ya aqui, la
comparacién de las dos tltimas filas de la tabla permite, aten-
diendo a un principio general anteriormente citado, considerar
un par de fuersas y un drea plana como formas geométricas de
la misma especie, puesto que se comportan del mismo modo en
una transformacién cualquiera del sistema de coordenadas .rec-
tangulares.

Para esclarecer completamente el significado de esta propie-
‘dad, consideremos un par de fuerzas dado L, M, N, y hagidmos-
le corresponder un 4rea plana I, m, n, de manera que sea

I=L, " m=M, n=N

(o hagamos lo mismo en sentido contrario, partiendo de L, M,

o
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N); esta igualdad de valores de sus coordenadas subsiste en
cualquier cambio de ejes, luego debe poder exponerse. de una
manera geométrica pura sin recurrir a los sistemas de coorde-
nadas. A '

Para logrario, vamos a partir del I, m, n y por razdn
de comodidad tomemos un sistema particular de coordenadas,
. de manera que l=m=0, con lo cual el 4rea es un tridngulo
(1, 9, 8) paralelo al plano xy o situado en él; es decir, la
mitad del paralelogramo (1, 1’, 2, 3), tomado precisamente en
este sentido (fig. 41). Vamos a ver que el par de fuerzas corres-
pondiente que tiene los momentos L=M=0, N=N puede con-
siderarse como formado por dos fuerzas de -sentidos opuestos,

Figuré; 41

colocadas en dos lados opuestos del ‘paralelogramo (1, 1) y
(2, 3). La dempstracién es fécil tomando como eje y la recta
11’ y como ejé x, la perpendicular a ella trazada por el punto
92 (representada en la figura 41 con una linea de trazos), con
lo cual tanto los dos vectores (1, 1') y (2, 3), como el par de
fuerzas que representan, tiene por momentos L=0, M=0. Ade-
mas, el vector (1, 1°) tiene nulo el tercer momento, de modo,
que N es igual al momento del otro vector (2, 3): es decir,

\
Lo Ya

N =

=Ty Y3

(puesto que segtin la hipdtesis x,=x;, y,=0). Por otra par-
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te, la tercera coordenada n del 4rea plana, es en el sistema de
ejes elegido :

' 0 y 1
n=|z 0 1|=uwx,y,,
Zy ys 1

es decir, igual al producto de la base y, por la altura x, del pa-
ralelogramo; luego en efecto, en valor absoluto y en signo es "

N=n

como queriamos demostrar.

" Este resultado puede expresarse de modo general,\ sin tener
en cuenta el sistema de coordenadas, diciendo que un drea pla-
na representada por wun paralelogramo de sentido determinado
y un par fuerzas representadas por dos lados opuestos del mis-
mo paralelogramo vy tomadas en sentido conmtrario. al de éste,
son formas geométricas equivalentes ; es decir, tienen sus come
ponentes iguales, respecto! de cualquier sistema de ejes rectangu-
lares.

En virtud de este teorema, los conceptos de par de. fuerzas
y drea plana, pueden sustituirse mutuamente uno por otro en
todas las cuestiones en que intervengan, y en consecuencia,
prescindir de la segunda fila que hemos formado y limitarnos a
comparar la primera linea y la tercera, o sea el vector libre y el
drea plana libre. ‘
- Demostremos en prirﬁer lugar, que ambas se comportan del
mismo modo respecto de las traslaciones y giros, pero no en las
simetrias ni en los cambios de unidad. Considerémos para ello,
en un sistema de ejes rectangulares directo, un 4rea plana I,
~m, n, y el vector libre que tenga las coordenadas :

X=I, Y=m, Z=n

Estas igualdades subsistirdin cuando nos limitemos a movi-
mientos del sistema de coordenadas, pero se modificaran en los
casos de simetrias o cambios de escala, y, por consiguiente, si
queremos expresarlo geométricamente, no lo lograremos sin
utilizar el sentido del sistema coordenado y la escala. En efec-
to, eligiendo los ejes de modo que se verifique I=m=0

1]
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'

y que n sea igual al 4rea del paralelogramo (1, 1', 2, 3) situado
en el plano xy (fig. 492), se tiene n>0, y el vector X=0, Y =0,
Z=mn coincide con el sentido positivo del eje z. Estos hechus
pueden evidentemente, expresarse con independencia de la posi-
cién especial de los ejes, diciendo que para oblener en un sisiema
de ejes rectangulares, un vector libre que tenga por coordenadas
las de unm drea plana libre dada, se iraza una perpendicular al
plano de ésta, v sobre ella se toma una longitud igual al drea
del paralelogramo, del lado desde el cual se vea el sentido en que
se recorre dicho paralelogramo, en sentido contrario al del mo-
vimiento de las agujas de un reloj.

Segun esto, Jas coordenadas del vector y las del 4rea pla-
na, contintian siendo iguales aunque se efectiie una traslacién

¥ 5

A4

Figura 42

o un giro del sistema de coordenadas, pero no sucede lo mismo
si se cambia de unidad, porque, si en vez de medir, por ejem-
plo, en centimetros, lo hacemos en decimetros, el 4rea se reduce
a su centésima parte, mientras que el vector sélo se hace diez
veces menor. En una inversién tampoco se conserva la igualdad,
porque el vector cambia de signo, pero el drea conserva el suyo.
Asf pues, vector libre y drea plana libre, tnicamente pueden
considerarse como idénticos, cuando de una vez para siempre
se hayan fijado, tanto el sentido del sistema de coordenadas,
como la unidad lineal de medida. Bsta limitacién introduce
una arbitrariedad que debe ser tenida en cuenta, aun cuando
no siempre se haga mencién explicita de ella. Como se vé, todas
estas cosas son sumamente claras y sencillas, y sin embargo,
hay que volver siempre sobre ellas, porque en la Fisica actual,
5]
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no pocas veces ha dejado la exposicién histérica una cierta con-
fusién. Vathos, por esto, a decir alguna palabra sobre la his-
toria de estas cuestiones.

El «Tratado de la extension» de Grassmann, a causa de su
dificil lectura, ha influido muy poco en la Fisica y en la Mecé-
nica. Mucha ‘mayor influencia tuvo en Inglaterra la obra de
Hamilton, el creador de los cuaternios (véase primer tomo, pé-
gina 75). Este fué el primero que usé la palabra vector, para
designar lo que nosotros hemos llamado wvector libre, pues en
su obra no aparece de una manera explicita el concepto de vec-
tor fijo. Tampoco hizo ninguna distincién entre 4rea pland y
vector, porque imaginé fijados de antemano, el sentido de los
ejes y.la unidad de medida, y este descuido ha penetrado en la
Fisica, en la cual ambos conceptos han sido confundidos du-
rante largo tiempo. Poco a poco, a 'medida que fueron afinan-
dose las investigaciones, se sintié la necesidad de una distin-
cién, atendido el diferente comportamiento de figuras designadas
con el nombre genérico de vectores, respecto de las inversio-
nes, v para ello se utilizan los calificativos de polar y axial, di-
ciendo: Un wector polar cambia su signo en las simelrias, y,
por tanto, es idéntico al que hemos llamado vector libre, y un
vector axial no cambia, y, por consiguiente, coincide con mues-
tra drea plana libre (con lo cual, en nada se toca al concepto
de «dimensiénn). Es natural, pues, queée la Fisica mostrase en
este punto una cierta sorprendente diferenciacién (y asi lo hace
todavia hoy, en los libros corrientes), que en nuestra concep-
cién general aparece asi de manera muy natural, desde el pri-
mer ;momento. Precisemos mds esto con un ejemiplo: Decir
que el campo eléctrico es un vector polar, significa que esta
medido por tres magnitudes X, Y, Z, que 5e transforman como
indica la primera linea de nuestra tabla (pag. 62); y que la in-
tensidad de un campo magnético es un vector axial, quiere decir,
que los tres pardmeros que la determinan son sustituidos con
arreglo a la dltima linea de dicha tabla. Naturalmente, nada
decimos acerca de dimensién de estos pardmetros, pues esto nos
obligarfa a entrar en mychos pormenores de Fisica,

Hamilton ha usado junto a la palabra vector, también la
de escalar, que asimismo todavia hoy desempefia en la Fisica



un gran papel. Un escalar, no es otra cosa que un invariante
respecto a todas las transformaciones de coordenadas, esto es,
una magnitud que no varia, salvo, si acaso, un factor, en cual-
quier ‘cambio de ejes coordenados; segin lo cual, pueden dis-
tinguirse diferentes modalidades dentro del concej)to de escalar.
Consideremos primero, como ejemplo, el volumen de un te-
traedro :
z1 Y & 1

rotl® ¥ 2 1

6wy ys 2 1
) l xy Y o2 1
el cual se transforma de la siguiente manera, como se ve efec-
“tuando el cdlculo correspondiente,

Giro Inversion " Cambio de unidad

‘ En virtud de: ‘ Traslacién

T T - T BT

’ se transforma en

Todas las magnitudes que, como ésta permanecen invaria-
bles en las traslaciones y giros, pero que cambian de signo en
las simetrias, se llaman escalares de segunda especie, conside-
réndose como de primera especie, las que tampoco cambian en
la inversién. En esta clasificacién, se prescinde como antes de
la dimensién que resulta de la cuarta columna.

También pueden formarse facilmente escalares de primera
especie. Los ejemplos mdas sencillos son, X2+ YZ*+Z2 sien-
do X, Y, Z, las coordenadas de un vector libre y P4 m?+na?,
siendo I, m, n las de un 4rea plana. Estas expresiones son
invariantes en todos los movimientos y simetrfas (no en los
cambios de unidad), como se comprueba facilmente por medio
de la tabla de la pégina 62, teniendo en cuenta, ademés, las
eecuaciones (8) de la pagina 57, para los coeficientes del giro. La
invariancia de ambas expresiones hace presumir que tengah
una significacién geométrica, lo cual ocurre efectivamente, pues
la primera representa el cuadrado de la longitud de un vector,
y la segunda, el de un 4rea plana.

Vamos a mostrar ahora, que combinando entre si las for-
mas fundamentales que hemos definido (vectores y escalares
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de primera y segunda especie), se pueden oblm/;e? nuevas for-
mas con caracteres andlogos. Sean, por ejemplo, T el volumen
de un tetraedro, o sea, un escalar de segunda especie, v X, Y, Z
las coordenadas de un vector polar. Los productos TX, TY, TZ
se transforman en virtud de los movimientos, del ‘mismo moda
que las coordenadas, pero permanecen invariables en las in-
versiones, puesto que ambos factores cambian de signo. Los
tres productos representan por lo tanto, un vector axial. Del
mismo modo, partiendo de las coordenadas de un vector asxial
I, m, n, se obtienen las de uno polar T!, Tm, Tn. Con dos
vectores polares X,, V,, Z, v X,, Y,, Z,, se pueden formar
las siguientes combinaciones :
1) Las sumas: "

X1A+-‘X2’ Ylﬂ"'yz’ Zl"{"Z::

que como se transforman del mismo modo que sus sumandos,
representan un nuevo vector polar, cuyas relaciones geométri-
cas con los dados, son independientes del sistema de coorde-
nadas. _
2) La combinacién bilineal de los componentes de los dos
vectores :
X1X27+ Y.Y,+2,7Z,

que, como el calculo muestra, permanece invariable en todos
los movimientos e inversiones, representa, por consiguiente, un
escalar de primera especie, que como tal, es susceptible de ser
geométricamente definido.

3) Los tres menores de la matriz rectangular :

X Y Z
X Y, Z,
se comportan del mismo modo que las coordenadas de un vec-
tor axial y estdn también ligados a los vectores dados por re--
laciones independientes del sistema de coordenadas.

4) " Por tltimo, con las componentes de tres vectores polares,
se puede formar el determinante : '

X I 4 ]
Xy, Y, % i
Xy Ty Zy



— 89 —

i

que permanece invariable en todos los movimientos, pero cam-
bia de signo en las inversiones, de modo que representa un
escalar de segunda especie.

La representacién geométrica de las fo1mas que acabamos
de obtener es la siguiente :

1° La suma de dos wectores, se representa, como es sabi-
do, por la diagonal del paralelogramo. §ue con ellos puede for-
marse (fig. 43). (Regla del «paralelogramo de las fuerzasy).

2.° 'La combinacidn bilineal de dos wectores, es igual a
r,r,cose (fig. 44), siendo 7, y 7, sus respectivas longitudes y ¢
el angulo que forman.

Z

w

7

NY

Figura 43 Figura 44 '

3.° Los menores de la matriz representan el drea de un
paralelogramo de lados paralelos a ambos vectores, recorrido en
el séntigo que ellos mdzcan (fig. 45). El'valor absoluto de dicha
drea es r,r,seno.

4.° En cuanto al escalar de segunda especie que define
el determinante formado por los componentes de tres vectores,
equivale geométricamente al volumen (con el signo que le co-
rresponda), del paralelepipedo construido sobre dichos vecto-
res, tomados a partir de un mismo punto (fig. 46).

Figura 43 Figura 46

En la literatura matemdtica, no se sigue por lo comun este
procedimiento de investigar las relaciones que existen entre
ciertas expresiones analiticas, respecto de las transformaciones
de coordenadas, partiendo de la teorfa de invariantes. Por el
contrario, en la Mecénica y en la Fisica, se ha formado un
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tecnicismo llamado andlisis vectorial, derivado de los procedi-
mientos de Grassmann y Hamilton, que se funda en comparar
la formacién de nuevos elementos a base de vectores y esca-
lares, con las operaciones elementales entre nimeros. Asi la
operacién del numero 1.° se acostumbra designarla con el errd- .
neo nombre de adicidn de los vectores 1 y 2, justificAndolo con
el hecho de que satisface a las leves formales-de la suma y es-
pecialmente a la conmutativa y asociativa. Las operaciones de
los ntmeros 2.° y 8.° se consideran ambas como multiplica-
ciones, llamindose a la primera, multiplicacion interna o esca-
lar, y a la segunda, externa o vectorial. En la interna se verifi-
ca que: ' o
X (X, +X,) + Y (Y, +Y)+ Z1(Z,21+Z3>=
=(X1X‘2+Y1Y2+21Z2)+(X1X3 +VY1Y3.+Z1Z3)

'y andlogamente en la externa, de modo que, las dos son dis-
tributivas respecto de la adicién. En cuanto a la ley conmuta-
tiva, se verifica solamente para la multiplicacién interna, puesto
que los menores de la matriz rectangular que define el produc-
to vectorial, cambian de signo cuando se permutan los vecto-
res 1 y 2. El resultado del producto de dos vectores polares,
acostumbra designarse con el nombre de wector, sin poner de
manifiesto su caracter axial. Claro es, que en virtud de lo dicho

- 7
Figura 47

en la pagina 65, se puede sustituir inmediatamente el 4rea plana
por un vector y enunciar la regla siguiente: El producto ex-
terno de dos vectores 1 y 2, es un vector 3 de longitud igual
a 1,1, [seng], perpendicular al plano 12 y de tal sentido, que
1, 2 y 8 estdan dispuestos del mismo modo que los ejes x, y, z
(figura 47), pero no debe olvidarse en ningtn caso, que esta de-
finicién depende esencialmente de la disposicién de los ejes y de
la unidad elegida. '

La razén de usarse estos nombres no es muy comprensible
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y s6lo puede achacarse a lo agradable que resulta para mu-
chos, poder establecer analogias con las operaciones numéri--
cas ordinarias. El hecho es, que estas denominaciones estan
aceptadas por todos, habiéndose sélo producido divergencias,
al tratarse de la.notacién simbélica aplicable a las operaciones
con vectores, especialmente en lo relativo a la distincién entre
las dos multiplicaciones. En otro lugar (*), hemos dicho cuéan
lejos estamos de llegar a un acuerdo en estos puntos, a pesar
de todos los esfuerzos realizados. Recientemente, en el Congre-
so de mateméticos de Roma, se constituyé una comisién inter-
nacional encargada de proponer una notacién uniforme, pero,
aunque en el seno de la comisién se haya llegado a un acuerdo,
habrad que-esperar para ver si todos los matemdticos lo aceptan.
Es siempre una cosa extraordinariamente dificil lograr que un
.gran nimero de hombres, que sélo quieren seguir lo que para
ellos es més comodo por propia costumbre, se allanen a aceptar
otra cosa, como no sea por una coaccidn legislativa o por un
interés material comiin. Y prefiero no hablar mas de la notacién
vectorial, para evitar que surja otra nueva. Antes de dar ‘por
terminado este parrafp, conviene hacer notar, que el analisis
" vectorial, no es, mirado desde el punto de vista general en que
nos hemos colocado, mas que una parte mfnima de un conjunto
de problemas mas generales.

Entre la literatura referente a las cuestiones que acabamos
de tratar, son dignas de mencionarse la memoria en que ulti-
mamente he expuesto el principio general de clasificacién «Zur
Schraubentheorie von Sir Robert Ball (**)», asi como un articu- |
lo de E. Timerding en la Enciclopedia (tomo 1V, 2; Geometris-
che Grundlangen der Mechanik starren Korpers) y otro de M.
Abraham : «Geometrische Grundbegriffe der Mechanik defor-
mierbarer Korpern, Enciclopedia, tomo 1V, 14,

¢

Y. Formas derivadas de las fundamentales

Conseguido ya nuestro objeto de estudiar las figuras elemen-
tales de la Geometria, vamos a tratdr ahora de figuras de cate-
goria superior que pueden deducirse de aquéllas. Adoptaremos

(*) Tomo 1, pag. 84.

(*%) Zeitschrift fur Math, u Phys, 47 pag. 237 y 51g y Math Ann, 62.
pag. 419. F. Klein, Ges. Math Abhdlgn I, pag. 583
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en la exposicién un orden histérico, lo cual tiene la ventaja de
“hacer ver el desarrollo que ha tenido la Geometria en el curso
de los siglos. .

A) Hasta finales del siglo xviil, solamente los puntos eran
considerados como figuras elementales, y si las demaés interve-
nian alguna vez, era ocasionalmente y no de un modo sistemé-
tico. Las curvas y superficies, se consideraban como engendradas
por puntos, y lo mismo las configuraciones o figuras compuestas
de trozos de distintas curvas o superficies.

Con estos nombres pueden ser de51gnadas multltud de’ cosas
que brevemente vanios a eriumerar,

1) En la enseianza elemental, y a veces también en ‘los co-
mienzos de la Geometria Analitica, se procede como si toda la
Geometria se limitase a las rectas, planos, curvas y superficies
de segundo orden. Este punto de vista es modestisimo, y ya.
entre los griegos se llegaron a estudiar algunas curvas de or-
den superior, consideradas entonces como lugares geométricos,
si bien es justo.consignar, que tampoco se incluian comunmente
en la ensefianza ordinaria.

2) Hacia 1650 se registra, unida a les nombres de Fermat
y Descartes, la aparicién de la Geometria Analitica. En esta’
época, se distingufan dos especies de curvas: geoméiricas y
mecdanicas. El primer grupo lo formaban, principalmente, las
conicas, pero también algunas de las que hoy llamamos cur-
vas algebraicas ; y con el segundo nombre se designaban to-
das aquellas que pueden definirse por medio de un mecanismo,
tales como la cicloide, que puede considerarse engendrada por
el . movimiento de una rueda ; la mayorfa de estas curvas son
trascendentes. , , ‘

3) Ambas especies pueden agruparse bajo la denominacién
comin de curvas analiticas, introducida més tarde, por el hecho
de que las coordenadas cartesianas de sus puntos son funciones
analiticas de un pardmeiro t, es decir, pueden representarse por
series de potencias de dicho pardmetro.

4) - Modernamente se ha prestado un gran interés a 1as cur-
vas no analiticas, que son aquellas cuyas coordenadas x=yg(t),
y=4¢(t), no son desarrollables en serie de potencias, por ejem-
plo, en funciones continuas sin derivada. Esta ampliacién de
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la idea de curva, corresponde a un concepio general de linea,
que comprende al de curva analitica, como caso particular.

5) Por ultimo, el desarrollo de la teoria de conjuntos ha
venido a introducir un nuevo ente: el conjunto infinito de pun-
tos, que si bien-no es una curva propiamente dicha, puede ser
definido .con arreglo a una ley determinada. Una idea intuitiva
de lo que son tales conjuntos, se obtiene pensando, p. ej., en
que en la Via lactea se descubren cada dia nuevas estrellas,
a medida que se va aumentando la potencia de los medios de
observacién. Claro es, que en esta imagen, el concepto exacto
de infinito del conjunto de puntos, estd sustituido por el infi-
nito de la Matemética aproximada.

Las disciplinas citadas .en esta rapida enumeracién, en par-
ticular la Geometria infinitesimal-y la teoria de conjuntos, no
pueden desgraciadamente tener cabida en este libro, a pesar de
la importancia que tienen. A ellas se han dedicado numerosos
tratados especiales, por cuya causa nos limitamos a esta referencia
respecto del lugar que hoy ocupan en los estudios geométricos,
y pasamos a tratar de otras cosas algo raras de encontrar en la
literatura matemadtica.

Ante todo, quisiera yo examinar la diferencia enire Geo-
metria analitica y sintética. En su primitivo significado, las pa-
labras andlisis y sintesis, se refieren a dos diferentes métodos de
exposicién. La sintesis comienza por examinar casos particula-
res, de los cuales pasa poco.a poco a conceptos generales, El
andlisis, por el contrario, empieza por lo méas general; proce-
diendo después por descomposicién. Correspondiendo a este pun-
to de vista, es como se han ‘establecido las denominaciones de
Quimica analitica y sintética.

También en la Geometria escolar se acostumbra hablar de un
Andlisis de las construcciones geoméiricas, cuyo prototipo es el
siguiente : Consideremos- el tridngulo buscado como conocido,
descompongédmosle en cada una de sus partes, etc.

En la Matemdtica superior, ‘estas palabras tienen otro signi-
ficado muy distinto, pues se llama Geometria sintética, aquella
en la cual las figuras se estudian en st mismas sin intervencion
alguna de formaulas, mientras que en la analitica éstas se aplican
constantemente mediante el uso-de los sistemas de coordenadas.
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En realidad, la diferencia entre ambas especies de Geometria
es puramente cuantitativa: segin que predominen las férmu-
las o las figuras, se tiene una u otra Geometria, ya que una Geo-
metria analitica no puede, sin perder su nombre, prescindir en
absoluto de la representacién geométrica, ni, por el contrario, la
Geometria sintética puede ir muy lejos sin expresar de un mo-
do preciso, con férmulas adecuadas, sus resultados. Pero como
ocurre siempre que se trata de algo opinable, los matemdticos
se han dividido en dos bandos, que han dado origen a las es-
cuelas sintética pura y analitica pura, basadas ambas exclusi-
vamente en la puresa-del método y no en la naturaleza de las
cosas que se estudian, lo cual conduce a que los gedmetras ana-
liticos se pierdan a menudo en un calculo ciego, sin representa-
cion geométrica alguna, y los sintéticos eviten artificiosamen-
te el uso de toda férmula. Este modo de exagerar los princi-
pios fundamentales de las dos escuelas, conduce siempre a un
cierto proceso de fosilizacion, pero hoy domina el anhelo, pro-
vocado, en su mayor parte, por los «outsidernn, de prescindir
de esos exagerados purismos en favor del progreso de la cien-
cia. Asi, por ejemplo, en la Geometria, los cultivadores de la
teoria de funciones han establecido con toda claridad la distin-
cidén entre curvas analiticas y no analiticas, que no han hecho
resaltar de un modo suficiente, ni los representantes cientificos
de ambas escuelas; ni los libros de texto que siguen sus respec-
tivas tendencias. Lo mismo  puede decirse del andlisis vecto-
rial, que a pesar de ser ampliamente utilizado por los fisicos,
no tiene apenas cabida en los tratados de Geometria, a pesar
de que los cenceptos fundamentales se encuentran ya en Grass-
manmn.

No es raro encontrar quien crea que la Geometria debe for-
mar dentro de la Matemdtica un campo aparte en la ensefian-
za, y aun més, que en ésta cada disciplina matematica debe
estudiarse aisladamente, y, en efecto, en los establecimientos de
ensefianza superior, no alemanes, hay -profesores especiales de
Geometria, de Algebra, de Célculo infinitesimal, etc.

Como resumen de estas consideraciones, diremos que no
nos parece recomendable una separacién demasiado exclusivis-
ta de las diferentes disciplinas, sino que, por el contrario, cree-
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mos mucho 'més fructifero no solaniente dejar que entre unas y
otras ramas de la Matemadtica se ejerza una vivificadora influen-
cia mutua, sino también establecer un mayor intercambio de
ideas entre los matemdticos y los representantes de las ‘demas
ciencias. V

Termnada esta pequefia disgresién, vamos a seguir ocupan-.
donos del desarrollo histérico de la Geometria.

B) El impulso més poderoso que ha recibido la investiga-
cidn geométrica, comienza en 1800, con la aparicién de la lla-
mada entonces Geometria moderna, calificativo hoy caido en
desuso, porque, naturalmente, existen otras tendencias alin mas
miodernas. Actualmente se la llama Geomelria proyectiva por la
importancia que en ella tiene la operacién de proyectar.

El primer investigador que dirigié sus esfuerzos en este .
sentido, fué Powncelet, con su Traité des proprietés projectives
des figures, aparecido en 1822 (¥).

En el desarrollo ulterior dé esta Geometrfa se han marcado
también las dos direcciones correspondientes a los consabidos
métodos sintético y analitico. Los representantes de la primera
son Steiner y Staudt, v los de'la segunda Maobius, y sobre todo
Pliicker. Sus obras fundamentales son las siguientes: Steiner,
«Estudio sistematico de la dependencia mutua de las formas
:séfsgeorri,étricés>; (**). ‘ .

Staudt, «Geometria de la posiciény (¥*¥).

Mdbius, «Célculo baricéntricon (¥#%%),

Pliicker, «Estudios analitico-geométricosy (¥*#*%#),

Estudiaremos ahora, los puntos de vista especiales que carac-
terizan esta nueva Geometria,

1) La idea directriz de Poncelet, consiste en considerar
como formas fundamentales, no solamente el punto, sino también
la recta en el plano y el plano en el espacio y en hacer notar,
que en un gran numero de teoremas puede sustituirse la pala-
bra punto por la de recta o plano v reciprocamente. Esto es lo

¥

(*) Segunda edicién, Paris, 1863-66. .

(**) Systematiche Enwickung der Abhcengighkeit geometrischer Ges-
talten von cinander, Berlin, 1832. Ges Werke Bel, 1. (Berlin, 1881).

(***)  Geometrie der Lage, Niirnberg, 1846.

[(¥*¥%)  Bagycentrischer Kalkiil ya citado.

(*%%88)  Anglytisch - geometrische Entwicklungen, dos  tomos. Essen
1828-1831. .
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que constituye la esencia del principio de correlacion o dua-
lidad. ‘ .
Poncelet basa la exposiciéon de su Théorie des polaires réci-
proques en la polaridad respecto de las conicas. Respecto a una -
cénica determinada, a cada punto p (fig. 48) corresponde, como
‘es sabido, una recta =, que cuando p es exterior, es la recta deter-
minada por los puntos de contacto de las dos tangentes que pa-
san por dicho punto y reciprocamente, a toda recta = le corres-
ponde un polo p ; esta correspondencia es una relacion de recipro-
cidad tal, que la polar =', de un punto p’ de la recta = pasa por el
polo p. De esta correspondencia especial entre puntos y rectas,
asi como de su andloga en el espacio entre puntos v planos que
se deduce de la polaridad respecto de una cuddrica, concluye
\x
L~

Figura 48

Poncelet que todos los teoremas geomdlricos que se refieren a
relaciones de posicidn entre puntos, recias y planos, son s;tsc-ef)t
bles de que se les aplique el «principio de correlacion» (*). Un
ejemplo notable, lo constituye el conocido teorema de Pascal
sobre el hexdgono inscrito en una cénica, que en virtud de una
correlacidn, se transforma en el teorema de Brianchon, relativo
al hexdgono circunscrito. :

2) Posteriormente, el principio de correlacién “desligdndose
de la teorfa de polaridad se ha generalizado, llegando a cons-
tituir uno de los elementos caracteristicos de la Geometria pro-
yectiva. Esta bella sistematica ha sido iniciada por Gergonne y
Steiner, quien en el prélogo de la obra antes citada, hace no-
tar cémo la Geometria proyectiva es la que primeramente ha
logrado poner orden en el caos de teoremas geométricos, y es-
tablecer en ellos una sucesién perfectamente natural.

(*) Siguiendo la nomenclatura corriente en los tratados ‘espafioles .di-
remos en lo sucesivo «principio de correlacién» llamando formas correla-
tivas las que se ajusten a él. (N. del T.) .



- Aunque mds adelante hemos de hablar en bastantes ocasiones
de esta sistematizacidén, adelantaremos por el pronto una idea
general de ella. Segin el principio de correlacién, el punto y el
plano (en el plano, el punto y la recta) pueden sustituirse mu-
tuamente, tanto en los conceplos fundamentales como en los
axiomas ; es decir, que cada uno de estos axiomas, y por consi-
guiente, los teoremas que de ellos.se derivan légicamente, tic-
ne su correlativo. Las llamadas «relaciones métricasy, tales como’
distancia, dngulo, etc., no pueden por el pronto entrar a for-
mar parte de este sistema, pero mas adelante veremos cdmo pue-
de obviarse esto. '

La Geometria proyectiva puede construirse de esta manera :

a) Se toman lres especies de figuras como las més simples ;
a saber: el punto, la recta (indefinida) y el plano (indefinido).

b) Entre estos elementos existen las siguientes relaciones
(lamadas axioma de enlace), cuya valides sin excepcion, se logra
como mas adelante veremos mediante la introduccién de elemen-
tos impropios (o del infinito).

Dos punios determinan una recta; itres puntos que no estén
en linea recta, determinan un plano; dos planos determinan una
recta; tres planos que no pasen por una misma recia, determinan
un punto. ‘ '

¢) Formemos ahora las figuras fundamentales lincules (es
decir, las definidas analiticamente por ecuaciones lineales); las
cuales son :

A) Figuras de primera calegoria, que constan de o' ele-
mentos : o

o) El conjunto de los puntos de una recta: serie reclilinca.

8) El conjunto de los planos que pasan por una recta: hus
.de planos.

v) Las rectas de un plano qué pasan por un punto: has
(plano) de rectas. ‘

B) Figuras de segunda calegoria,” que constan de oo® ele-
mentos : _—

«) El plano como conjunto de puntos: campo de punios.

') El plano como conjunto de.rectas: campo de recias.

8) Los planos que pasan por un punto: radiacidn de planos.

'%')  Las rectas que pasan por un punto :- radiacidn de reclas.
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C) Figuras de tercera calegoria, que constan de oo® ele-
mentos : '

). El espacio como conjunto de puntos: espacio de puntos.

8) El espacio como conjunto de planos: espacio de planos.

En toda esta construccién ‘aparece, en efecto, con toda cla-
ridad, el principio de correlacién, vy se puede llegar a formar todo
el edificio de la Geometria proyectiva, de dos maneras correlati-
vas entre sf: la una partiendo de los puntos, y la otra partiendo
de las rectas, si se trata de Geometria plana, o de los planos,
cuando se trate de Geometria del espacio.

3) Esta construccién puede también obtenerse haciendo uso
del método analitico ; para verlo comenzaremos por examinar.
en qué forma aparece el principio de dualidad en los estudios
de Plicker.

Es sabido que, en el plano, se puede escribir la ecuacion
de una recta, cuando el término independiente no es nulo, bajo
la forma

ux+oy+1=0.

La recta queda determinada cuando se conocen los valores
de los coeficientes u, v, que en esta ecuacidn intervienen si-
métricamente, como las coordenadas x e y. La idea de Pliicker,
es la de considerar u, v como «coordenadas de la reclan, andlo-
gamente a como X, y, son las coordenadas de un pumlo, y tomar
como variables u, v, en lugar de x, y, cuando se trate de estudiar
figuras conjuntos de rectas. En este caso x, y, tienen valores fijos,
y la ecuacién representa la condicién para que una recta variable
pase por el punto fijo (%, y); es decir, es la ecuacidén de este
punto en las nuevas coordenadas (*).,

En la expresidn. anterior, pueden tomarse como variables,
arbitrariamente unas u otras de las coordenadas, de modo que la
ecuacién representa la condicion de wincidencian del punto v la
recta. El principio de correlacidn se funda, pues, en el hecho
de que toda ecuacion de esta forma, es simélrica respecto a u
¥y v, por una parte, y a X e y por otra, lo cual lleva en st, la duali-

(*) Siguiendo la nomenclatura espafiola, llamaremos fangenciales &«
estas coordenadas.
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dad o correlacion que existe entre los axiomas de ordenacion,
segun hemos visto.

En el espacio, aparece naturalmente en lugar de la ecuacién
de la recta, la ecuacidn del plano.

ux+ oy +wz+1=0

Apoyindose en estas consideraciones, se puede desarrollar
analiticamente toda la Geometria, tomando como variables, ya
las x, v, 3, 0 las u, v, w, con lo cual las palabras punto y plano
quedan permutadas entre si. Esta que pudiéramos llamar doble
construccién de la Geometria, suele presentarse en los libros
de texto, disponiendo en dos columinas verticales, respectivamen- '
te, los diversos teoremas y sus correlativos.

Veamos rédpidamente las figuras de especie superior, corre-
lativas unas de otras, que asi se obtienen, con lo cual habremos
logrado ya un cierto avance en el esquema ideal de las figuras
lineales. ' ‘

Supongamos en primer término, que x, ¥y, 2z, son funciones
9, X» ¥, de un pardmetro t, con lo cual queda definida una cur-
va alabeada, que serd plana en el caso particular de que las
funciones ¢, x, ¢, satisfagan idénticamente a una ecuacién li-
neal con coeficientes constantes, y degenerard en una recta,
si se satisfacen a la vez a dos de estas ecuaciones. Andlogamen-
te, considerando u, v, w, como funciones de f, se obtiene una
sucesion simplemente infinita de planos, que puede representar-
se por su superficie desarrollable, envolvente. A los dos casos
particulares anteriores, corresponden, respectivamente, aquellos
en que los planos pasan por un punto, es decir, que envuel-
ven ‘una superficie c¢énica, y un haz de planos con una recta
comun.

Si ahora se consideran X, y, z, como funciones de dos pa-
rdmetros t, t', se obtiene una superficie que puede degenerar
en un plano y como correlativo, el conjunto doblemente infinito
de los planos envolventes de una superficie cuya degeneracién es
una radiacion de planos.
~ Los resultados obtenidos, pueden resumirse en el siguiente
cuadro : ‘
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= (? © Curva w=9 () ) Superficie desarrollable
y="1 O (curva plana) | v =% () S (superficie cénica)
z=19 () (recta) w=1 (f) (recta)

r=9¢ (t; l,) ) .. w==Q (f’ [ .

y=1 (t,¢) Superficie =y 1) Superficie

2 = dr’ (t, t') (P an) ’ w— (‘? (f, ) (pbmto)

- Con este ejemplo, queda suficientemente explicado cémo pue-
de desarrollarse el estudio de las formas correlativas. :

4) La consideracién de los tres coeficientes de la ecuacién
del plano como coordenadas del mismo, ha inspirado a Pliicker
la idea de considerar de una manera completamente general, las
constantes de las cuales depende una figura geométrica cualquiera
(por ejemplo, los nueve coeficientes de la ecuacién de una super-
ficie de segundo orden), como coordenadas de esta figura, ¢ in-
vestigar el significado de las ecuaciones que ewtre lales coorde-
nadas pueden establecerse.

_ Claro es, que generalizando de este modo, ya no puede ha-
biarse de correlacién, pues ésta se basa, segiin hemos visto, en
la propiedad especial que tiene la ecuacién del plano (o 1a de la.
recta) de ser simétrica respecto de las coordenadas y los coefi-
cientes.. '
~ Pliicker ha aplicado esta idea general al caso de las rectas
del espacio, para lo cual, puestas las dos ecuaciones que la re-
presentan en coordenadas puntuales en la forma:

T=re4p
y=sz+o0 .
llama coordenadas de la recta en el espacio, a las cualro cons-
tantes r, s, o, a.

Es f4cil ver que estas coordenadas estdn relacionadas inti-
mamente con las que obtenfamos por la aplicacién del principio
de Grassmann.

Si entre las cuatro cpordenadas se establece una ecuacion
f(r, s, o, 0)=0, quedard separado del conjunto cuddruplemen-
te infinito de rectas otro triplemente infinito, constituido por
aquéllas cuyas coordenadas satisfacen a la ecuacién. Este con-
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aquellas cuyas coordenadas satisfacen a la ecuacion. AESteﬁ,.‘CQn"}
junto ha sido llamado por Pliicker. compiejo de 1e(ta§ 1.)0;3:
ecuaciornies f(r, s, p, 6)=0, g(r, 5, p, 5)=0, representan una con-
gruencia de rectas formada por todas las rectas comunes a los
dos complejos f=0, g=0. Por ltimo, si las ecuaciories son tres,
el conjunto de rectas es simplemente infinito v constituye una
superficie reglada (*).

El principio general de Pliicker, o sea, la idea de considerar
las. constantes de una ecuacién como coordenadas de la figura
que representa, ha ocasionado interesantes estudios, entre los
cuales descuellan los del gran matemético noruego Sophus Lie,
cuya Geomettria esférica estd basada en la consideracién de la
esfera como elemento de espacio, dependiente, como la recta, de
cuatro pardmetros. También es digno de miencionar el moderno
libro de Study «Geometrie der Dynamen» (*¥), en el cual, el con-
cepto de torsor que-aqui hemos admitido, da lugar a una serie
de notables investigaciones, ‘ ,

C) Junto a esta «Geometria moderna», basada en la consi-
deracién de la recta vy del plano ilimitados como elementos de
espacio, Grassmann ha desarrollado otra, en la cual se conce-
de primordial importancia a los elementos de recta, plano y es-
pacio limitados, asigndndoles coordenadas, con arregio al prin-
cipio de los delerminantes. Este método de estudio tiene a su
favor la ventaja de haber satisfecho en mucho més alto grado las
necesidades de la Fisica y de la Mecdnica, que la Geometria de
la recta y el principio de correlacién.

Naturalmente, estas lineas directrices no estdn tan profunda-
mente separadas como lo que podrfa deducirse de lo que lleva-
mos dicho. Lo que realmente ocurre es que Pliicker se apoya
mds en la recta indefinida, y Grassmann muds en el elemento de
recta, mientras que los demds consideran indistintamente una
y otra figura. En particular, las consideraciones de Study lo
mismo pueden ligarse a uno que a otro. Agrueguemos que

(*) <Estas ideas estan desarrolladas en la cbra «Neue Geomelric des
Raumes gegriindet auf die Betrachtung der gevaden Linie ols Raumele-
ment» de Pliicker (1868-9) que murié al terminar de imprimirse la primera
parte, correspondiente a Klein como su asistente que era, el honor de diri-
gir la edicién de la segunda.

(**) Leipzig, 1903. -
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Grassmann no se ha limitado a estudiar propiedades susceptibles
de aplicacién inmediata, sino que, por el contrario, su actividad
creadora- se ha ejercitado también en el terreno puramente abs-
tracto. Lo mas importante es haber considerado en coordenadas
puntuales x,, x,, ... %, en lugar de las tres x, v, 5, y asi llegar
a la Geometria del espacio E, de n dimensiones, cuyo verdade-
ro creador ha sido Grassmann,

Siguiendo su principio general, consideraba en uno de estos
espacios multidimensionales las matrices formadas por las coer-
denadas de 2, 38, ..., m+1 puntos, y los determinantes meno-
res de esta matriz dan entonces una serie. de figuras, corres-
pondientes a los elementos de recta y de plano. La disciplina
abstracta ast construida es como ya hemos dicho, lo que Grass-
mann designé con el nombre de teorfa de la extensién (Aus-
. dehnungslehre).

Modernamente, el concepto de espacio multidimensional, se
ha generalizado todavia mds con la admisién de infinitas coor-
denadas x,, %,, ..., lo'que da lugar a un espacio de infinitas di-
mensiones E , . Este concepto no carece de sentido, pues un pun-
to de tal espacio puede considerarse como la representacién geo-
métrica de una serie de potencias, que para estar determinada,
precisa que se conozcan sus infinitos coeficientes.

Es digna de notar en esto, y asi se reconoce hoy por todos
los matematicos, que este lenguaje geométrico en el caso de »
y aun en el de infinitas variables, ofrece una utilidad real ; con
él los razonamientos tienen mayor vida que cuando se mantie-
nen en el terreno analitico abstracto, y llegan a utilizarse tales
nuevos cohgeptos geométricos, como si los espacios E, 6 E,, nos
fuesen familiares.

La adopcién de los espacios de més de tres dimensiones, no
quiere decir, desde luego, que se presuponga la posibilidad de
su existencia real. Este es un problema que séio a los psicdlo-
gos o filésofos toca resolver.

Con el fin de contribuir a una mejor orientacién para ver el
papel de la Matemdtica enla cultura general, diremos algo acer-
ca de la significacién que esta Geometria multidimensional
tenfa para el astrénomo de Leipzig Zéller, en 1873. Es éste uno
de esos casos raros en que un lenguaje matemdtico pasa a ser
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de dominio comtn ; actualmente, ya cualquiera, no mateméti-
co, habla corrientemente de la «cuarta dimensién». Esta popu-
laridad de la «cuarta dimension», proviene de los experimentos
con que un espiritista, llamado Slate, embaucé a Zollner. Se
presentaba Slate como un medium que estaba en comunicacién
directa con los espiritus y conducido por ellos hacia desapa-
recer de la vista del piiblico algunos objetos, que luego hacia
reaparecer. Zollner crefa en estos experimentos y los explicaba
mediante una teorfa fisico-metafisica, que fué muy extendida ;
admitiendo que el medium estaba dotado de una sensibilidad
especial que le permitia apreciar en el espacio de cuatro dimen-
siones, lo cual aprovechaba para hacer invisible un objeto cual-
quiera, haciéndole pasar a la cuarta dimensién, inaccesible para
los demés mortales.

Esta explicacién, que a primera vista parece obscura, se
comprende facilmente imaginando -un animal que viviera en
una superficie, y no pudiera percibir nada fuera del campo bi-
dimensional en que vive; por ejemplo, un animal parecido al
caro. '

Si utilizando la tercera dimensién de nuestro espacio intui-
tivo, retiramos de la superficie un objeto que esté colocado so-
bre ella, no cabe duda que dejard de existir para el animal en-
cuestién, exactamente como en los experimentos de que ‘habla
Zollner. ,

La existencia de seres bidimensionales. ha sido supuesta por
el autor anénimo de una novelita inglesa «Flatlandy y en la
cual se describe un mundo de dos dimensiones. Los diversos se-
res se distinguen entre s{ inicamente por su forma geométrica,
tanto mds complicada cuanto mas alto es su grado de organi-
zaciéon. Asf, los seres superiores son poligonos regulares ; en
cuanto a las mujeres, de las cuales el autor parece tener un
concepto ‘muy mezquino, se reducen a la figura de un simple
trazo (*). .

No es preciso decir que él concepto matemético de la Geo-
metria de mas de tres dimensiones, no tiene relacién alguna con

(*) La novela se titula A romance of many dimensions. By a
Square. London 1884, EI autor persigue principalmente el .objeto.de hacer
comprender la posibilidad de una Geometria multidimensionat. :



las consideraciones metafisicas de Zollner. La Matematica apa-
rece aqui como ciencia normativa pura, empleando un lenguaje
moderno, que se limita a estudiar las relaciones formales posi-
bles entre objetos, con independencia absoluta de su realidad
natural o metafisica. ’ ‘

‘Dejando ya estas disgresiones, vamos a tratar con algin
detalle las figuras de caracter superior, que pueden considerarse
pr,odu.cidasl por las formas elementales de Grassmann—en par-
ticular por los vectores—, y andlogas a las formadas por puntos,
planos, etc. El estudio de estas formas, se denomina Andlisis
vectorial, y ha sido convertido por Hamilton en un valioso ins-
trumento auxiliar de la Fisica y de la Mecdanica. Las obras mas
importantes dedicadas a este.estudio son: la de Hamilion, titu-
lada «Elementos de los Cuaternos», v el «Andlisis Vectorialy,
del americano J. W. Gibbs, antes citado.

La base dé estas investigaciones consiste en partir de los con-
ceptos de vector y escalar ya conocidos por nosotros y asociar
estas magnitudes a los puntos del-espacio. A cada punto (x,y, ),
se le asocia un escalar

S:f(x, Y, 2)

'y se dice entonces que se tiene un campo escalar, y cuando a
cada punto se le une un vector determinado

X=¢(v,y,2), VY=u(5y2), Z=x®y 5),

el conjunto de estos vectores recibe el nombre de campo wec-
torial. ( ‘

Estas denominaciones designan los conceptos. geométricos
mas importantes usados en la Fisica moderna. Asi por ejemplo,
la densidad de una distribucidn de masas, la temperatura y la
energia potencial de un sistema continuo, consideradas como
funciones del lugar, son ejemplos de campos escalares.

El campo de fuersas, en el que:a cada punto se asigna una
fuerza determinada, es el ejemplo tipico de un campo vectorial.
Otros ejemplos son™ en la teoria de la elasticidad, el campo de
los corrimientos de un campo deformable, cuando-a cada punto
se le hace corresponder el segmento de su corrimiento; andle-
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gamente en la Hidrodindmica, el campo de wveldcidades, y final-
mente, en la Electrodindmica, el campo eléctrico y el magnético,
en los que a cada punto se hace corresponder un vector eléctrico y
uno magnético determinado. Como para cada punto,. el vector
“de la intensidad magnética del campo, que es de naturaleza
axial, puede componerse con el vector polar de la intensitad
eléctrica del campo, produciendo una helicoidal, el campo elec-
tromagnético puede presentarse también como ejemplo de un
campo helicoidal. o

Hamilton ha mostrado cémo pueden aplicarse a este campo,
de manera sencillisima, los métodos del Calculo diferencial e
integral.

‘Para ello, es fundamental la observacidon dé que las diferen-
ciales dx, dy, dz, cuyas razones determinan una direccién para
el movimiento de un punto, representan un veclor libre, es
decir, que se comportan como componentes de un vector libre
en las transformaciones de coordenadas. Esto se deduce facil-
niente, sin mas que ver que pueden obtenerse por medio de un
paso al limite, de las coordenadas de un pequefio segmento que
pase por el punto (x, y, 2z) ,

M4s importante, pero también mas dificil de comprender, es
la segunda observacién, de que los simbolos de las derivadas
parciales i, —a—, i, tienen también ¢l cardcter de componen-

ax' dy . & .
tes wectoriales, es decir, que al pasar a un nuevo sistema de

. p )
coordenadas rectangulares x', y', 5', los nuevos simbolos —,
, "

] 3 N
e, — 5 se deducen - de los antiguos como las coordenadas trans-

oy 37 )

formadas de un vector (més' precisamente de un vector polar).
Esto se ve en seguidd, efectuando el calculo ‘correspondiente

a una rotacién del sistema de coordenadas :

x?a1x+b1y+’elz-
"=a, -+ byt 1)
—03x+Kb3y+c3z

N
il

Estas férmulas del giro tienen la propiedad caracteristica,
segun hemos visto anteriormente, de resolverse permutando en-
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tre sf las filas y columnas de los coeficientes del sistema, con
lo cual resulta:
x=a x'+a,y' +a, 3"
y=b,x"+b, y+b, 2 2)
2=C, %4 C,y"+ ¢, 2’

Si consideramos ahora una funcién cualquiera de %, y, s,
puede expresarse como funcién de ', ¥, 2/, por medio de la
transformacién (2), y aplicando las conocidas reglas de la de-
rivacién parcial, se obtiene :

2 2 dx 2 oy ) 2

— ) . + .
dx dx 9x'+ay da! 2z 3x

] 2 3 2z dy ) dz
2y dx Yy dy oy 3z 27

2 2 dx 2 8y+ 3 oz
2z dx 32 2y 9z 3z 3z

hY

y sustituyendo en éstas, las derivadas de x, v, z, respecto a
X', ¥, 2, sacadas de las (2), resulta finalmente :

9 2 ! 2 3

= q b + ¢ —

sr M, th oy ! ez

2 2 2 3
. ,=a2 +b2 +02

dy Qx dy dz

] 3 2] ?
= q b -+ e

az ® ax T 0 oy o5 2z

Coniparando estas férmulas con las (1), se observa la coin-
cidencia con las férmulas de transformacién de las coordenadas
de los puntos.

Un sencillo calculo demuestra asimismo que aplicando una

traslacion al sistema coordenado, los simbolos—-a—-, 3'11—, 2

: . dx 8y 9z
cambian y que si la transformacién es una inwersidn del sis-
tema, varia unicamente su signo, con lo cual queda terminada
la demostracién. ' .

no
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La tnica transformaciéon que aun no hemos aplicado es la
del cambio de unidad. Efectudndola se obtiene como resultado,
que dichos simbolos tienen la dimensién —1, puesto que las
derivadas de las coordenadas aparecen en el denominador.

Vamos ahora a aplicar este simbolo vectorial de Hamilton

a2 3\, . . . ST 0
(-——., — _) las mismas operaciones que efectudbamos con los
dx  Jy oz »
vectores. Convendremos en representar simbélicamente el re-

. .y 2 .. ,
sultado de aplicar la o_peraclon_———3 a una funcién f(x, y, ), o

3 4 , . o
sea K , por el producto f. 2 de 2 y f. Este convenio esta auto-
2x ox .
rizado para cuanto sigue, por las leyes formales de 1a thultipli-

cacién y especialmente por la distributiva, segin la cuz}',

2f+g) _3f , 2y

dx dx oz

Sea un campo escalar S=f(x, v, z). Multipliquemos (en el
sentido del convenio precedente), este campo, por las componen-
tes de un vector de Hamilton, es ‘decir, formiemos el vector:

of  af af
ox’ dy’ e

Como ya hemos visto en otro lugar (pag. 68), el producto
de un escalar por un vector, es otro vector y como en la demos-
tracién de este teorema sélo se aplican las propiedades de la
multiplicacion que subsisten en nuestra multiplicacion. simbd-
lica, resulta que las tres derivadas parciales del campo escalar,
definen un vector dependiente del punto x, y, z; es decir, un
campo vectorial, el cual estd relacionado con el escalar, de un
modo independiente del sistema de coordenadas.

Este campo vectorial considerado con sjgno negativo, se de-
signa con el nombre de gradiente del campo escalar. Este nom-
bre procede de la Meteorologia, en la cual se considera el con-
junto de las presiones atmosféricas en los diversos puntos, como
un campo escalar, que se representa graficamente por las curvas
S=constante. El gradiente es constantemente normal a estas
curvas v da la direccién de los cambios mas rapidos de presién.



Con los tres componentes X, Y, Z, de un vector, se puede
formar siempre un escalar X2+ VY2472 Segin esto, del gra-
diente de un escalar puede deducirse un nuevo campo escalar:

) G (G5

que estd relacionado, tanto con el gradiente, como con el pri-
mitivo campo, de un modo independiente del sistema de coor-
denadas. Este escalar es igual al cuadrado de la longitud del gra-
diente, o, como suele también decirse, al cuadrado de la pen-
diente del campo escalar {, ‘

‘Como aplicacién del teorema anterior, formemos con el sim-
bolo vectOrialv-—?—, — iun escalar simbélico,” multiplicando

or  Jdy 9z

cada una de las componentes por si misma, lo que equivale a
la operacion:

’

a2 2 a2
+
oar  ay? Ry

que, por consiguiente, tiene cardcier escalar, es decir, -€s inva-
riante en todas las transformaciones de coordenadas. «Multipli-
cando» ahora este simbolo escalar por un campo escalar f
sulta el nuevo campo escalar:

re-

b4

w Cerf af n a2f
3t dyr D

?elacionz_ldo con el primero de un modo independiente del siste-
ma de coordenadas. Si imaginamos un liquido que fluye en el
campo, cuva densidad inicial és 1 y cuya velocidad en cada
plinto estd dada por el gradiente de f, en el primer momento d,
la densidad del fldido auménta en cada punto ‘en una cantidad
igual al producto de aquel escalar por dt. Por esta razén se ha
dado el nombre de divergencia del gradiente de f, al valor
(B 2420
2 x? dy? 222




— 8 —

Las denominaciones de L.amé que llamaba funcicn de punto,
al camipo escalar S=f(x, v, 2), v primero y segundo pardineiro
diferencial a

BN (BN L (BFN L Bf | f 3
(ax) +('ay)T<az> v dx? + oy? * 22

/

respectivamente, se han empleado también mucho.

- 2 2 £l T
Sea ahora, un vector —, —  ~— y multipliquémosle por un

)

ox oy oz
campo wvectorial (polar) :
X:@{,«,, ¥, 2)! Y= X(x, v, 3)3 Z‘—"#(xr}’; &
de Jas dos maneras que puede hacerse.
a)y Por multiplicacion interior, resulta

o X Y L .27
dx dy - 2z

qite, naturalmente, depende de x, v, 3, y es, por tanto, un cam-
"po escalar que recibe el nombre de divergencia del vectorial, y
estd ligado a éste por relaciones independientes del sistema de
“coordenadas.

b) La maltiplicacion externa, produce la matriz rectangular :

2 2 2
dx 2y Qz
X Y VA

cuyos tres determinantes,

?Z 2Y 0X 0.7 Y 22X
ox dy

oy 29z’ 2z 2z’
definen un wector axial, que se designa con el nombre de rotor
y también con el de curl, dado por Maxwell. Lo mismo que an-
tes, las relaciones entre ambos campos no dependen del sistema
de coordenadas. ' '

Hemos obtenido asi, por medio de métodos sistemdticamen-
te geoméiricos, todas las magnitudes que utilizan los fisicos en
sus investigaciones acerca de los diferentes campos vectoriales ;
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se trata, pues, de Geometria pura. Si hacemos esta observacién,
es porque, aparentemente, los conceptos que hemos estudiado se
refieren més bien a la Fisica que la Matemdtica, y ademds sue-
fen encontrarse expuestos en los libros dedicados a la primera
de estas ciencias, y no en los mateméticos. La tnica razén para
ello es de indole histérica y consiste en que la Fisica ha necesi-
tado crearse por si misma un jnstrumento adecuado, ya que no
existia dentro de la Matematxca.

Hay aqui el mismo equlvpco que sefialdbamos en el Andli-
sis. En el curso del tiempo, la Fisica ha experimentado necesi-
dades matemdticas que casi siempre han constituido un gran
~stimulo para la ciencia matemaética y, sin embargo, la ensefian-
za de la Matemética elemental parece no tener nada que ver con
ello. Se mueve sobre los mismos carriles que hace siglos y deja
que la Fisica se forme trabajosamente sus medios auxiliares,
aunque la preparacidon matematica para el cultivo de la Fisica
serfa ‘materia m4s propia de la ensefianza matemética que la que
frecuentemente utiliza. Y- es que, aun en la esfera espiritual,
hay ley de inercia; cuanto signifique salirse de caminos trilla-
dos para emprender otros nuevos, encuentra siempre una gran
resistencia.



